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2008 y�l�nda yap�lan Tübitak �lkö§retim Matematik Olimpiyatlar�n�n çözümleri ver-
ilmi³tir. Her bir çözüm en elementer yöntemler kullan�larak yap�lmas�na özen göster-
ilmi³tir. Kitapç�k 3 bölümden olu³maktad�r. Çoktan Seçmeli Sorular, Klasik Sorular
ve Gra�kler. Gra�kler soru aralar�na de§il kitapç�§�n en sonuna (graph. 01 gibi)
yerle³tirilmi³tir.

1 Çoktan Seçmeli K�s�m

SORULAR - ÇÖZÜMLER

Soru 1.1 ABC üçgeninde G ∈ [AC], F ∈ [BG], D ∈ [AG], E ∈ [GC], [DF ]//[AB], [FE]//[BC],
|GF | = |FB| ve |DE| = 13 ise |AC| kaç birimdir?

Çözüm. [Graph.01] |DG| = a, |GE| = b ise |DE| = a + b = 13'tür. |BF | = |FG| ve
[DF ]//[AB] oldu§unda, GAB ∼ GDF 'dir.

|GA|
|GD|

=
|GB|
|GF |

e³itli§inden
|GA|
a

=
2
1

elde edilir. Buradan da, |GA| = 2 · a e³itli§i bulunur. Benzer biçimde, GBC ∼ GFE'den

|GB|
|GF |

=
|GC|
|GE|

e³itli§inden
2
1

=
|GC|
b

elde edilir. Buradan da, |GC| = 2b elde edilir. Buna göre, |AC| = 2 · (a+ b)'den

|AC| = 2 · 13 = 26 bulunur.

Soru 1.2 Birbirinden farkl� x, y gerçel say�lar� x2 − 2008x = y2 − 2008y e³itli§ini sa§l�yorsa,
x+ y kaçt�r?
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Çözüm. Verilen e³itli§i düzenlersek,

x2 − 2008x = y2 − 2008y
x2 − y2 = 2008x− 2007y
(x+ y) = 2008(x− y)

x, y birbirinden farkl� birer reel say� oldu§una göre x− y 6= 0'd�r. Elde etti§imiz e³itli§in her iki
taraf�n� x− y ile k�salt�rsak x+ y = 2008 olacakt�r.

Soru 1.3 Ali ile Burcu'nun baz�lar� siyah, baz�lar� beyaz olmak üzere toplam 70 tane topu vard�r.
Ali'nin toplar�n�n 5

9 'u ve Burcu'nun toplar�n�n 7
17 'si siyah ise, Burcunun beyaz top say�s�, Ali'nin

Beyaz top say�s�ndan kaç fazlad�r.

Çözüm. Ali'nin toplar�n�n say�s�na 9x dersek, bunlar�n 5x tanesi siyah 4x tanesi beyaz olacakt�r.
Burcunun toplar�n�n say�s� 17y ise, 7y tanesi siyah ve 10y tanesi beyaz olur. Buna göre, tüm
toplar�n say�s�

9 · x+ 17 · y = 70

olacakt�r. Toplar�n say�s� birer tamsay� olaca§�na göre, (Denklem bir Diyafont denklemi oldu§un-
dan Euclide Algoritmas�'da kullan�labilirdi.) a = 4 ve b = 2 için denklemin sa§lanaca§�n� görmek
zor de§ildir. Bu durumda, Burcu'nun beyaz top say�s�, Ali'nin beyaz top say�s�ndan,

10y − 4x = 10 · 2− 4 · 4 = 4

e³itli§inden 4 fazla oldu§u görülecektir.

Soru 1.4 ADE üçgenin de B ∈ [AE], C ∈ [DE] noktalar� ABCD kiri³ler dörtgeni olarak

seçilsin. [BD] ∩ [AC] = {F}, s(ÊAC) = 21◦ ve s(ÂED) = 33◦ ise, s(ÂFD) kaç derecedir?

Çözüm. [Graph.02] AEC üçgeninde d�³ çember özelli§inden,

s(ÂCD) = s(ÂEC) + s(ÊAC)

oldu§u aç�kt�r. Buna göre,
s(ÂCD) = 33◦ + 21◦ = 54◦

olacakt�r. ABCD kiri³ler dörtgeninde BC yay�n� gören çevre aç�lar�n e³itli§inden,

s(B̂DC) = s(B̂AC) = 21◦

olur. AFD aç�s�, FDC üçgeninin bir d�³ aç�s� oldu§una göre,

s(ÂFD) = s(F̂CD) + s(F̂DC)

e³itli§inden,
s(ÂFD) = 54◦ + 21◦ = 75◦

olarak bulunur.

Soru 1.5 Farkl� n say� çember üzerinde, her say� iki kom³usunun çarp�m�na e³it olacak ³ekilde
dizilebildi§ine göre n en fazla kaç olabilir?

Çözüm.[Graph.03] �lk iki say� a 6= 1 ve a 6= b olmak üzere a ve b olsun. Buna göre,
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• Üçüncü say�ya, c dersek b = c · a ve c = b
a olur.

• Dördüncü say� d ise b
a = d · b ve d = 1

a olur.

• Be³inci say� e ise 1
a = e · b

a ve e = 1
b olur.

• Alt�nc� say� f ise 1
b = f · 1

a ve f = a
b olur.

• Yedinci say� g ise a
b = g · 1

b ve g = a olur. Ancak bu say� ilk say� ile çak�³�r.

Buna göre, çember etraf�a verilen ko³ullarla,

a, b,
b

a
,
1
a
,
1
b
,
a

b

olmak üzere, n = 6 de§erini alabilir.

Soru 1.6 Yanyana yaz�lm�³ 123456789 rakamlar�ndan baz�lar�n�n aras�na + i³areti koyularak
olu³turulan bir toplam

144, 153, 189, 375, 486

de§erlerinden hangisi olamaz?

Çözüm. 123456789 rakamlar�n�n baz�lar�n�n aras�na + i³areti koyarak olu³turaca§�m�z her
toplam�n 9 ile bölünebilece§i aç�kt�r. Verilen say�lar incelenirse, bunlardan sadece 375 say�s�n�n
9 ile kalans�z bölnemedi§i görülecektir. Buna göre, istenen say� 375 olmal�d�r. E§er i³lemi biraz
daha ilerletirsek;

1 + 2 + 3 + 45 + 6 + 78 + 9 = 144,
1 + 2 + 3 + 45 + 6 + 7 + 89 = 153,

12 + 34 + 56 + 78 + 9 = 189,
1 + 2 + 3 + 456 + 7 + 8 + 9 = 486

de§erlerini hesaplayabiliriz.

Soru 1.7 AB ve CD tabanl� bir ABCD yamu§unun AD kenar� üzerinde P1, P2, P3, P4 ve BC
kenar� üzerinde Q1, Q2, Q3, Q4 noktalar�,

AB//P1Q1//P2Q2//P3Q3//P4Q4//DC

ve
A(ABQ1P1) = A(P1Q1Q2P2) = A(P2Q2Q3P3) = A(P3Q3Q4P4) = A(P4Q4CD)

olacak ³ekilde seçiliyor. |AB| = 1, |P1Q1| = 2 ise, |CD| kaçt�r?

Çözüm. [graph.04] DA ve CB �³�nlar�n�n kesi³im noktas� E olsun. Ayr�ca,

EAB ∼ EP1Q Aç�-Aç� Benzerli§i

ve A(EAB) = m birimkare olsun. Buna göre,

A(EAB)
EP1Q1

= (
|AB|
|P1Q|

)2 =
1
4
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,
m

A(EP1Q)
=

1
4

ise A(ABQ1P1) = 3m ve A(ADC) = m+ 5 · 3m = 16m birimkaredir. Benzer biçimde

EDC ∼ EAB Aç�-Aç� Benzerli§i

oldu§undan,
A(EDC)
EAB

= (
|DC|
|AB|

)2

,
16m
m

= (
|DC|
|AB|

)2

ifadesinden
|DC|2

12
= 16

ise |DC| = 4 olur.

Soru 1.8
b+ 2c− a

2bc
+
a+ 2c− b

2ac
+
a+ b− 2c

ab

oldu§una göre,
a2 + b2 + c2

10c2 + 4ab
ifadesinin e³iti kaçt�r?

Çözüm. Soruda verilen kesirlerin paydalar� abc olacak ³ekilde e³itlenirse,

ab+ 2ac− a2 + ab+ 2bc− b2 = 2ac+ 2bc− 4c2 (1)

a2 + b2 = 4c2 + 2ab bulunur. (2)

Soruda istenen ifade de (2) yerine koyulursa,

5c2 + 2ab
2(5c2 + 2ab)

=
1
2

cevab� bulunur.

Soru 1.9 Be³ tane 2 basamakl� birbirinden farkl� do§al say�n�n toplam�n�n alabilece§i kaç farkl�
de§er vard�r?

Çözüm. �ki basamakl� say�lar�n en küçü§ü 11 ve en büyü§ü 99 say�lar�d�r. �stenen say�lar
birbirinden farkl� oldu§una göre, bulabilece§imiz en küçük toplam 10 + 11 + 12 + 13 + 14 = 60
ve en büyük toplam 95+96+97+98+99 = 485 olarak bulunur. Buna göre, be³ say�n�n toplam�
60, 61, 62, · · · , 485 olabilir. Demek ki, ko³ulu sa§layan 485− 59 = 426 farkl� duru vard�r.

Soru 1.10 Kenar uzunlu§u 1 olan ABCD karesinin s�ras�yla, AB, BC, CD, DA kenarlar�
üzerinde

|AA′| = |BB′| = |CC ′| = |DD′| = 1
3

³art�n� sa§layan A′, B′, C ′, D′ noktalar� seçiliyor. AC ′, A′C, BD′ ve B′D do§rular�n�n s�n�rlad�§�
karenin alan� kaçt�r?
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Çözüm. [graph.05] AKB ∼ A′LB benzerli§inden

A(AKB)
A(A′LB)

= (
3a
2a

)2 =
9
4

olur. A(A′LB) = 4x ise A(AA′LK) = 5x'tir. Benzer ³ekilde,

A(AKD′) = A(DNC ′) = A(CMB′) = A(BLA′) = 4x

ve
A(DNKD′) = A(CMNC ′) = A(BLMB′) = A(AKLA′) = 5x

olur. A(ABCD) = S ise

A(A′BC) = S · 1
2
· 2
3
ve 13x =

5
3
ten

S = 39 · x'tir. A(KLMN) = 39x− (4 · 5x+ 4 · 4x) = 3x bulunur. |AB| = 1 ise

A(ABCD) = 12 = 1

ve 39x = 1'den x = 1
39 olur. Buna göre,

A(KLMN) = 3 · x = 3 · 1
39

=
1
13

'tür.

Soru 1.11 1000'den küçük kaç n do§al say�s� için n2 + 8n− 85 ifadesi 101 ile tam bölünür?

Çözüm. �fade 101 ile tam bölünebildi§ine göre, ifadeyi

n2 + 8n− 85 = 101 · k, k ∈ Z

³eklinde yazabiliriz. Buna göre,

n2 + 8n+ 16− 101 = 101 · k
(n+ 4)2 = 101 · (k + 1)

yazabiliriz. Görüldü§ü gibi, e³itli§in sol taraf� n do§als say�s� için tamkaredir. Buna göre, (k+1)
çarpan� t do§al say�lar� için,

k + 1 = 101 · t2

olmal�d�r. (n + 4)2 = 101 · 101 · t2 e³itli§inden n + 4 = 101 · t ve n < 1000 için t de§eri [1, 9]
aral�§�nda bir tamsay� de§eri olacakt�r. Bu durumda 9 tane n do§al say�s� için n2 + 8n − 85
ifadesi 101 ile tam bölünür.

Soru 1.12 A ³ehri B ³ehrinin 60 km bat�s�ndad�r. A'dan bir araba ve B'den ikinci bir araba
ayn� anda do§uya do§ru yola ç�k�yorlar. Bir süre sonra birinci araba ikinciye yeti³iyor. Birinci
araban�n h�z� 10 km/saat, ikinci araban�n h�z� 8 km/saat daha fazla olsayd�, birinci araba, ikinci
arabay�, ayn� yerde fakat 1 saat daha erken yakalayacakt�. Birinci araban�n h�z� kaç km/saat'tir?
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Çözüm. [graph.06] H�zlar� s�ras�yla V1, V2 ve h�z fark� V1 − V2 = V km/saat olsun. Birinci
araba t saat sonra ikinciye C'de yeti³mi³ ise, V · t = 60 ve t = 60

V 'dir.

(V1 + 10)− (V2 + 8) = V1 − V2 + 2 = V + 2'dir.

(V + 2)(t− 1) = 60'tan V 2 + 2V − 120 = 0, (V + 12)(V − 10) = 0 ve V = 10 km/saat bulunur.
V · t = 60 oldu§undan 10 · t = 60 ve t = 6 saattir. �kinci durumda ki zaman 6 − 1 = 5 saat
olacakt�r.

|BC| = V2 · 6 = (V2 + 8) · 5

ifadesinden V2 = 40 km/saat olur. Buna göre, V2−V1 = V e³itli§inden, V1−40 = 10 ve V1 = 50
km/saat bulunur.

Soru 1.13 ABC ikizkenar üçgeninde |AB| = |AC| ve s(Â) = 50◦'dir. Bu üçgenin AC kenar�
ve AD kenarortay� üzerinde, s�ras�yla, C ve D'den farkl� N ve M noktalar� |MN | = |MB|
olacak biçimde al�nm�³t�r. M̂BN aç�s� kaç derecedir?

Çözüm. [graph.07] ABC üçgeninde |AB| = |AC| oldu§undan, [AD] kenarortay� hem yükseklik
hem de aç�ortayd�r. |BD| = |DC| ve [AD] ⊥ [BC] oldu§undan ABC ∼ MDC (K.A.K) ve
|MB| = |MC|'dir. |MB| = |MN | verildi§inden, |MB| = |MN | = |MC| ve MBC, MCN ,
MNB üçgenleri ikizkenar üçgenlerdir. ABC üçgeninde

S(ÂCB) = y + z =
180◦ − 50◦

2
= 65◦

sonucu bulunur.NBC üçgeninde, 2x+2y+2z = 180◦ e³itli§inden x+y+z = 90◦ ve x+65◦ = 90◦

ise S(M̂BN) = x = 25◦ bulunur.

Soru 1.14 Kenar uzunlu§u n birim olan bir kübün yüzleri boyan�yor, ve küp, n3 adet birim küp
olacak ³ekilde parçalan�yor. Kaç n ≥ 2 de§eri için, tek yüzü boyanm�³ birim küplerin say�s�, hiç
boyanmam�³ birim küplerin say�s�na e³it olur?

Çözüm. [graph.08] Tek yüzü boyanm�³ olan küpler ayr�t� n−2 birim olan ABCD kare tabanl�
küplerdir. Küpün 6 yüzünde tek yüzü boyanm�³ 6 · (n − 2)2 tane küp vard�r. Hiç boyanmam�³
küpler ise ³ekildeki [graph.08] küpün içinde kalan bir kenar� (n − 2) birim olan küptür. Buna
göre,

(n− 2)3 = 6 · (n− 2)2

olaca§�ndan (n− 2)2 · (n− 8) = 0 e³itli§inden n de§eri 2 veya 8 bulunur.

• n = 2 için 6 ·(2−2) = 0 olaca§�ndan tek yüzü boyanm�³, 0 adet küp ve içeride boyanmam�³
(2− 2)3 = 0 adet küp vard�r.

• n = 8 için tek yüzü boyanm�³ 6 · (8− 2)3 = 216 ve boyanmam�³ (8− 2)3 = 216 küp vard�r.

Soru 1.15 Ahmet tahtaya, herhangi ikisinin fark� iki e³it rakamdan olu³an bir say� olmayacak
³ekilde, en fazla kaç iki basamakl� say� yazabilir?

Çözüm. Ahmet, en büyü§ünün fark� ile en küçü§ünün fark� en çok 10 olacak ³ekilde ard�³�k

10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20

veya
44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54
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örneklerinde oldu§u gibi en çok 11 tane iki basamakl� say� yazabilir. Buna göre,

A = {10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20}

kümesinin iki basamakl� sy�lardaki tümleyeni A′ = {21, 22, · · · , 99} olacakt�r. A′ kümesinin
hangi eleman�n� seçersek seçelim, A kümesindeki bir elemanla aras�ndaki fark 11'in kat� olacakt�r.
Buna göre, Ali'nin yazabilece§i en büyük küme en fazla 11 elemanl� olacakt�r.

Soru 1.16 Kare ³ekinde bir ka§�d�n üzerine 1 birim yar�çapl� bir çember nas�l çizilirse çizilsin,
özde³ bir çemberin daha, ilk çemberle en fazla bir noktada kesi³erek çizilebilmesi için ka§�d�n
kenar uzunlu§unun en az kaç birim olmas� gerekir?

Çözüm. [graph.09] En uç durum 1 birim yar�çapl� özde³ çemberin karenin bir kö³esinden geçen
kom³u iki kenara te§et olmas�d�r. Bu durumda, A,B,C,D kö³eleri için 4 tane özde³ çember
vard�r. [AC]∩ [BD] = {O} olmak üzere, ilk çemberimiz O merkezli 1 birim yar�çapl� çemberdir.
AHD dik üçgeninde

|AD|2 = |AH|2 + |DH|2

e³itli§inden |AD| =
√

2 birim ve |OA| = 2 +
√

2 birimdir. Bu durumda, karenin kenar uzunlu§u
en az

|AB| =
√

2 · (2 +
√

2) = 2 · (
√

2 + 1)

olacakt�r.

Soru 1.17 x, y, z gerçel say�lar�

x = z2 − 2|z| (3)

y = x2 − 2|x| (4)

z = y2 − 2|y| (5)

e³itliklerini sa§l�yorsa, x+ y + z toplam�n�n alabilece§i en küçük de§er nedir?

Çözüm. Soruda verilen [3], [4] ve [5] e³itliklerindeki de§i³kenler olan x, y, z de§erlerinin toplam�n�n
en küçük olmas� için bu üç de§erinde negatif de§erler olmas� gerekir. Bu durumda, [3], [4] ve [5]
e³itlikleri, x, y, z gerçel say�lar�

x = z2 + 2z (6)

y = x2 + 2x (7)

z = y2 + 2y (8)

olacakt�r. E§er [6], [7] ve [8] e³itliklerinde, e³itli§in her iki taraf�nada 1 eklenirse,

x2 + 2x+ 1 = y + 1'den, (x+ 1)2 = y + 1 için x = −1, y = −1,
y2 + 2y + 1 = z + 1'den, (y + 1)2 = z + 1 için y = −1, z = −1,
z2 + 2z + 1 = x+ 1'den, (z + 1)2 = x+ 1 için z = 1, z = 1

olarak bulunur. Buna göre (x+ y + z)min = −3 olarak bulunur.
Çözüm II. Varsayal�m x ≥ y ≥ z olsun. Buna göre, x ≥ y ise, z2+2z ≥ x2+2x ve (z+x) ≥ −2
olacakt�r. Benzer biçimde, (z + y) ≥ −2 ve (x + y) ≥ −2 olacakt�r. Bu üç ifade taraf tarafa
toplan�rsa,

x+ y + z ≥ −3

oldu§u görülecektir.
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Soru 1.18 Ö§retmen, tahtaya 8 pozitif tamsay� yaz�yor, ve Betül bu say�lardan ikisinin 2'ye,
üçünün 3'e, dördünün 4'e, be³inin 5'e, alt�s�n�n 6'ya, yedisinin 7'ye ve sekizinin 8'e bölündü§ünü
söylüyor. Betül en az kaç hata yapm�³t�r?

Çözüm. Say�lar�n sekiz tanesi 8 ile tam bölünebiliyorsa, Her bir say�,

8k1, 8k2, 8k3, 8k4, 8k5, 8k6, 8k7, 8k8 ki ∈ Z

format�nda olacakt�r. Bu say�lar�n hepsinin 2 ve 4 ile bölünebildi§i aç�kt�r. Say�lardan alt� tanesi
6 ile kalans�z bölenebiliyor oldu§una göre bu alt� say� 3 ilede kalans�z bölünebilir. Bu durumda
Betül en az, 3 hata yapm�³t�r. E§er bu durumu örneklemek istersek,

8, 56, 168, 840, 1680, 2520, 3360, 4200

say�lar�n� alabiliriz. Buna göre,

• Tümü 8 ile kalans�z bölünebilir.

• 8 hariç di§er yedi tanesi 7'ye

• 8 ve 56 hariç di§er alt� tanesi 6'ya

• 8, 56 ve 168 hariç di§er be³ tanesi 5'e tam bölünür.

Soru 1.19 B aç�s� dik olan ABC dik üçgeninde [BD] kenarortay�n�n uzant�s� ile [AC]'ye A
noktas�nda dik olan bir d do§rusunun kesi³me noktas� E'dir. s(ÂEB) = 18◦ ve |AB| = 12
oldu§una göre, |DE| kaç birimdir?

Çözüm. [graph.10] s(ÂEB) = 18◦ oldu§undan, AED dik üçgeninde

s(ÂDE) = 90◦ − 18◦ = 72◦

olur. ADB üçgeni ikizkenar oldu§undan,

s(DAB) = s(DBA) =
72◦

2
= 36◦

olacakt�r. [DE]'nin orta noktas�na K diyelim. ADE dik üçgeninde,

|AK| = |KD| = |KE|

oldu§undan s(ÂEK) = s(ÊAK) = 18◦ ve s(ÂKB) = 2·18◦ = 36◦'dir. Bu durumda, s(ÂBK) =
s(ÂKB) = 36◦, |AB| = |AK| = 12 ve

|DE| = 2 · |AK| = 2 · 12 = 24

olur.

Not 1.20 (Soru 1.19) Bu çözüm |AB| > |BC| için do§rudur. E§er,

• |AB| < |BC| ise |DE| 6= 24 olacakt�r.
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• |AB| = |BC| ise BD �³�n� ile A noktas�ndan [AC]'ye çizilen dikme paralel olaca§�ndan E
noktas� bulunamaz.

Soru 1.21 a = − 9
10 ve b = (a+ 1)(a2 + 1)(a4 + 1) ise 19b+ 10a8 kaçt�r?

Çözüm. b = (a+ 1)(a2 + 1)(a4 + 1) e³itli§inin iki tarf�n�da (a− 1) ile çarparsak,

b(a− 1) = (a− 1)(a+ 1)(a2 + 1)(a4 + 1)
= a8 − 1 bulunur.

a = − 9
10 ise a− 1 = −19

10 olur. Buna göre,

b · −19
10

= a8 − 1

−19b = 10a8 − 10

olaca§�ndan, istenen cevap 19b+ 10a8 = 10 olacakt�r.

Soru 1.22 n ve n+1 pozitif tamsay�lar�n�n her ikisininde rakamlar�n�n toplam� 53'e bölünebiliy-
orsa, n en az kaç basamakl�d�r?

Çözüm. n say�s�n�n rakamlar� toplam� 106 ve n+1 say�s�n�n rakamlar� toplam� 53 olacak ³ekilde
iki tamsay� bulmaya çal�³al�m. Buna göre, n+ 1 için

5 · 9 + 8 = 53

oldu§undan,
n+ 1 = 99999800 · · · 0

say�s�n�da yazabiliriz. Buna göre n say�s�n�n basamaklar� toplam� 106 olaca§�na göre,

5 · 9 + 7 + k · 9 = 106

e³itli§inden k tamsay� de§eri 6 olarak bulunur. Buna göre, n say�s�

999997999999

ve n+ 1 say�s�da
n+ 1 = 999998000000

olarak bulunur. Demek ki, n say�s� en az 12 basamakl� olacakt�r.
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2 Klasik K�s�m

SORULAR - ÇÖZÜMLER

Soru 2.1 ABC dik üçgeninde s(Ĉ) = 90◦ olmak üzere, D ile içte§et çemberinin merkezini
gösterelim. A ve D noktalar�ndan geçen do§runun |CB| kenar� ile kesi³im noktas� N olsun.
|CA|+ |AD| = |CB| ve |CN | = 2 ise |NB| kaç birimdir?

Çözüm. [graph. 11] �ç te§et çemberin [AC] ve [BC] kenarlar�na de§me noktalar� s�ras�yla E ve
F olsun. FCED karesinin kenar uzunluklar� r olsun. ADE dik üçgeninde |AD| = x, |AE| = y

ve s(B̂AN) = s(ĈAN) = α olsun. [CB] üzerinde |FG| = |EA| = y al�rsak, FDG ∼ EDA

(K.A.K.) e³li§inden m(D̂GF ) = α ve |DG| = |DA| = x olur.
|CA|+ |AD| = |CB| e³itli§inde |CB| = |BG|+ |GC| yazal�m. |CA|+ |AD| = |BG|+ |GC|,

|CA| = |GC| = y+r oldu§undan, y+r+|AD| = |BG|+y+r e³itli§inden |AD| = |BG| = x olur.
|GB| = |GD| = x oldu§undan s(D̂BG) = s(B̂DG) = β ve GDB üçgeninde d�³ aç� özeli§inden,
β + β = α yani 2α = β olur.

D noktas� iç te§et çemberin merkezi oldu§undan,

s(D̂BA) = s(D̂BC) = β

ve s(ABC) = 2β = α'd�r. ABC dik üçgeninde,

s(B̂AC) + s(ÂBC) = 90◦

ise 2α+ α = 90◦ e³itli§inden, α = 30◦ olur.
ANC dik üçgeninde, s(N̂AC) = 30◦ ve |NC| = 2 oldu§undan |AN | = 2 · 2 = 4 olur. NAB

üçgeninde, s(N̂BA) = 2β = α = 30◦ ve s(N̂AB) = α = 30◦ oldu§undan |NA| = |AN | = 4
bulunur.
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Soru 2.2 4x + 3y = z2 denkleminin pozitif tamsay�lar kümesindeki tüm çözümlerini bulunuz.

Çözüm. 4x + 3y = z2 e³itli§inden,

3y = z2 − 22x = (z − 2x)(z + 2x)

e³itli§ini elde edebiliriz. a ve b birer tamsay� olmak üzere, z − 2x = 3a ve z + 2x = 3a+b olsun.

(z + 2x)− (z − 2x) = 3a+b − 3a

e³itli§inden 2x+1 = 3a(3b − 1) elde edilir.
2x+1 say�s� x > 0 için 3 ile bölünemez. Bu yüzden, a = 0 olmal�d�r. Bu durumda, 2x+1 = 3b−1

e³itli§i elde edilir. b = 2k olmak üzere, b = 2k ise, 2x+1 = 32k−1 ve 2x+1 = (3k−1)(3k+1)'dir. Bu
e³itli§in sa§lanabilmesi için, m ve n tamsay�lar olmak üzere, 3k−1 = 2m, 3k +1 = 2n olmal�d�r.
Yani, k = 1 için, 31 − 1 = 2, 31 + 1 = 22 ve b = 2k = 2 olmal�d�r. b = 2 ise 2x+1 = 32 − 1'den
x = 2 bulunur.

2x+1 = 3b − 1 e³itli§inde, b tek bir tam say� olsun. Buna göre,

2x+1 = (3− 1)(3b−1 + 3b−2 + · · ·+ 31 + 30)

e³itli§inde 3− 1 = 2'dir. Ancak,

A = 3b−1 + 3b−2 + · · ·+ 31 + 30

ifadesinde tek say�da terim vard�r. Yani A tek say�d�r. Demek ki,

2x+1 6= 2(3b−1 + 3b−2 + · · ·+ 31 + 30)

olacakt�r.
z − 2x = 3a ve z + 2x = 3a+b için a = 0, b = 2, x = 2 bulmu³tuk. Buna göre, z − 22 = 30

e³itli§inden z = 5 bulunur. 4x + 3y = z2 e³itli§inde, x = 2 ve z = 5 yazarsak,

42 + 3y = 52

e³itli§inden y = 2 bulunur.
O halde, verilen denklemin

(x, y, z) = (2, 2, 5)

olacak ³ekilde, tek çözümü vard�r.
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Soru 2.3 Bir masa üzerindeki 24 tane bardaktan, tam olarak 3 tanesi ters çevrilmi³tir. Her
i³lemde herhangi 4 barda§� çevirebiliyoruz. En fazla 100 i³lem yaparak bütün bardaklar� düz hale
getirebilirmiyiz.

Çözüm. Düz bardaklar� +1 ve ters bardaklar� −1 ile gösterelim. Ba³lang�çta toplam

21 · (+1) + 3 · (−1) = 18

ve
18 ≡ 2(mod4)

olacakt�r. Her i³lemde bir bardak ters çevrildi§inde

(+1)− (−1) = 2 veya (−1)− (+1) = −2

oldu§undan toplamdaki de§i³im 2 veya −2'dir. Buna göre, her i³lemde 4 barda§�n çevrilmesinde,

+2 + 2 + 2 + 2 = 8 ≡ 0(mod4)
+2 + 2 + 2− 2 = 4 ≡ 0(mod4)
+2 + 2− 2− 2 = 0 ≡ 0(mod4)
+2− 2− 2− 2 = −4 ≡ 0(mod4)
−2− 2− 2− 2 = −8 ≡ 0(mod4)

durumlar�ndan biri olu³ur. 24 barda§�nda düz duruma gelmesi için,

24 · (+1) ≡ 0(mod4)

olmal�d�r. Buna göre,

18 ≡ 2(mod4) (9)

4k ≡ 0(mod4), k ∈ Z (10)

sisteminde [9] ve [10] ifadelerini toplay�p (mod4) alt�nda incelersek hiçbir zaman 0 kalan�n�n
olamayac�§�n� görmek zor de§ildir. Demek ki,

24 ≡ 0(mod4)

durumu olu³turulamaz. Sonuç olarak, verilen ko³ullarda bütün bardaklar düz hale getirilemez.
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