1/3 Nerde ya da Kaos’a Giris
Ali Nesin

gelen Yunan kokenli bir sozctiktiir.

Kaos kuramini biraz aciklamaya ¢alisayim.

Soyle kuvvetlice oksiiriin. Atmosferde kiicticiik bir degisiklik yaptiniz, hafif
bir dalgalanma oldu: Hava alip verdiniz. Bu kiigiik atmosfer degisikliginin bugiin ya da yarin
sonuglarmi géremeyebilirsiniz. Ama bir yil sonra, o kuvvetli oksiiriigiiniiz Benglades’te evleri
yerle bir eden bir tayfuna neden olabilir. Belki... Bilinmez... Ya da bir kelebegin soyle bir kanat
cirpmasinin on yil sonra doguracagi sonuglari bilemeyiz.

Bu ylizden meteoroloji yalnizca bir haftalik tahmin yapabilir, bir yil sonrasini tahmin
edemez.

Birbirine ¢ok yakin kosullar, ¢ok uzun bir siire sonra birbirine hi¢ benzemeyen durumlar
yaratabilir.

Iste kaos kurami bu sorunla ilgilenir.

Matematikte kaos/karmasa var midir? Evet vardir. Var ki kurami bulunmus.

Matematikten bir kaos 6rnegi verecegim bu yazimda.

l : aos, matematigin oldukca yeni kuramlarindan biridir. Kaos, karmasa anlamina

1/34n tam nerede oldugunu hi¢ merak ettiniz mi? 1/3’tin nerede oldugunu bulmaya
calisacagiz.
Surasi kesin ki, 1/3, sifirla bir aras1 bir sayidir, yani [0,1] araligindadir.
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Ama bunu bilmek 1/3’tin tam nerede oldugunu bilmek degildir. 1/3’lin tam nerede
oldugunu biraz daha iyi anlayalim.
[0,1] araligin1 ortadan ikiye bolersek, 1/3 hangi tarafa diiser? Saga mi, sola mi1? Yani 1/3,
1/2°den kii¢lik miidiir, biiyiik miidiir? Elbet 1/3 < 1/2 esitsizligi gegerlidir ve 1/3 soldaki araliga
diiser.
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Yukarda, [0, 1] araligin1 tam ortadan ikiye boliip, [0, 1/2] ve [1/2, 1] araliklarini elde ettik
ve gordiik ki 1/3 sayisi1 [0, 1/2] araligindaymis, yani, 0 < 1/3 < 1/2 esitsizlikleri gecerliymis.

Simdi, 1/3’{in bulundugu [0, 1/2] araligini tam ortadan ikiye bolelim:

[0, 1/4] ve [1/4, 2/4]

araliklarini elde ederiz. 1/3 sayisi bu araliklardan hangisine diiser? Sola mi, saga mi? 1/4 < 1/3 <
2/4 esitsizlikleri gegerli oldugundan, 1/3 sayisi ikinci araliktadir, yani [1/4, 2/4] araligindadir,
yani saga diiger.
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Simdi [1/4, 2/4] araligini ikiye bolelim.
[2/8, 3/8] ve [3/8, 4/8]




araliklarini elde ederiz. 2/8 < 1/3 < 3/8 esitsizlikleri gecerli oldugundan, 1/3 sayis1 birinci araliga,
yani sola diiser.
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Ya [2/8, 3/8] araligin1 ikiye bolecek olursak? Ve bdyle devam edecek olursak?..

Genel olarak, [0,1] araligim 2" tane esit uzunlukta araliga bolecek olursak, 1/3 bu
araliklardan hangisine diiser?

Yanit1 vereyim. 1/3 sayisi, ortadan boliinen araliklarin bir soluna, bir sagina diiger. Yani,
1/2°nin soluna, 1/4’{in sagina, 3/8’in soluna, 6/16’nin sagina....

Kaos bunun neresinde?

1/3 = 0,333333... esitligini biliyoruz. 0,333333 sayist 1/3’e ¢ok yakin bir sayidir ama 1/3
degildir. 0,333333 sayis1 da baslangigta 1/3 gibi bir sola, bir saga diiser, ama bir zaman sonra
1/3’lin davranisindan tamamiyla uzaklasir, sanki 1/3’le uzaktan yakindan bir ilgisi yokmus gibi
davranir. Iste bu kaostur. Birbirine ¢ok yakin iki say, bir siire benzer bigimde davranirlar, ama
bir siire sonra birinden alinan bilgi, 6biirli hakkinda bize hicbir bilgi vermez.

1/3’tin nerde olduguna geri donelim. Asagidaki esitliklerin bir kismini bulduk,
bulmadiklarimizin da dogru olduklarini kontrol etmek pek zor degildir:

02=<1/3<1/2
1/4<1/3<2/4
2/8<1/3<3/8
5/16 £ 1/3 < 6/16
10/32<1/3 £11/32
21/64 < 1/3 < 22/64
42/128 < 1/3 <
43/128

n kag olursa olsun, dyle bir a, tamsayis1 vardir ki,

a, 1 _a,+1
A < 3 < o (1)
esitsizlikleri gegerlidir. Yukardan da anlasilacagi iizere,
a) = 0
a) = 1
asz = 2
as = 5
as = 10
ae = 21
ar = 42

esitlikleri gegerlidir. Bundan sonraki sayilari bulmak da pek gii¢ degil, dizi sdyledir: 0, 1, 2, 5,
10, 21, 42, 85, 170, 341, 682, ... Bu dizinin sonraki sayilarini okur kolaylikla tahmin edebilir.
Ama elbet, tahmin yalnizca bir tahmindir. Bu tahminin kanitlanmas1 gerekmektedir.

Simdi,

n tekse, a, ¢ifttir
n ciftse, a, tektir.




onermesini kanitlayacagiz.

Her seyden oOnce, (1) esitsizliklerinde esitligin olamayacagini kanitlamamiz gerekiyor.
Gergekten de, bir a tamsayisi i¢in, a/2" = 1/3 ise, 3a = 2" esitligi de gegerlidir ve bundan da 3’iin
2"yi bolecegi ¢ikar ki, bu dogru degildir. Dolayisiyla (1) esitsizliklerini daha keskin bir bigimde,

an 1 _antl
2" T3S
olarak yazabiliriz. Bu esitsizliklerdeki sayilarin paydalarini temizleyelim, yani sayilar1 3 x 2"
ile carpalim:
3a,<2"<3a,+3
esitsizliklerini elde ederiz. Dolayisiyla 2" sayisi 3a,’den biiyiik, ama 3a,+ 3’ten kiigiik bir
sayidir. 3a,’den biiyiik ve 3a,+ 3’ten kiigiik iki say1 vardir: 3a,+ 1 ve 3a,+ 2. Demek ki 2" sayis1
bu iki sayidan birine esittir:
Ya2"=3a,+1yada2"=3a,+2. ()

Bunlardan hangisi dogru? n’nin tekligine ya da ¢iftligine gore degisir yamt. Eger n ¢iftse 2"
= 3a, + 1, tekse 2" = 3a,+ 2 esitligi gecerlidir. Neden? Nedenini birazdan sdyleyecegim. Once
biraz onbilgiye gerek var.

Once su biline: 2" — 2, 2" — 1 ve 2" sayilar ii¢ ardisik sayidir. Dolayistyla, iclerinde biri, ve
yalnizca biri, tige boltiniir. 2" sayisi tige boliinmediginden, 2" — 2 ve 2" — 1 sayilarindan birinin, ve
yalnizca birinin, tige boliindiigli anlasilir.

Sav. Eger n ¢iftse, 2"—1 iige boliiniir. Eger n tekse, 2"-2 ii¢e boliiniir.

Savin Kaniti: Once »’nin ¢ift oldugunu varsayalim ve n’yi 2m biciminde yazalim: n = 2m.
2" — 1, 2" ve 2" + 1 sayilar Ui¢ ardisik say1r oldugundan, biri ige boliniir. Ama 2" iice
boliinmez elbet. Demek ki 2" — 1 ve 2"+ 1 sayilarindan biri tige boliiniir. Bunu aklimizda tutalim,
bir sonraki paragrafta gerekecek.
Sonra su basit hesab1 yapalim:
2" 1=2"—1=2"Y-1=02"- D"+ 1).

Bu esitligin sag tarafindaki 2" — 1 ve 2" + 1 sayilarindan birinin tige boliindiigiinii biraz dnce
gormiistik. Demek ki ¢arpimlari da, yani 2" — 1 de, tige boliiniir. Savimizin birinci bolimiini
kanitladik.

Simdi #’nin bir tek say1 oldugunu varsayalim ve n = 2m + 1 yazalim. Gene hesaplayalim:
2n_ 2= 22m+l _2= 2(22m_ 1)
Biraz 6nce 2*” — 1’in iige bolindiigiinii gérmemis miydik? Demek ki yukardaki esitligin
sayilar1 da tige boliiniirler, yani 2" — 2 de {ige boliiniir.
Savimiz kanitlandi.
Simdi (2)’ye geri donelim.
Eger 2" = 3a, + 1 esitligi gegerliyse, 3a, = 2" — 1 esitligi de gegerlidir, yani 2" — 1 ige
boliiniir (dolayisiyla 2" — 2 {ige boliinmez.) Yukardaki savdan da n’nin ¢ift oldugu anlasilir.
Eger 2" = 3a, + 2 esitligi gegerliyse, 3a, = 2" — 2 esitligi de gegerlidir, yani 2" — 2 iige
boliiniir (dolayisiyla 2" — 1 {ige boliinmez.) Yukardaki savdan da n’nin tek oldugu ¢ikar.
Demek ki,
n giftse, 2" = 3a, + 1
n tekse, 2" = 3a,+ 2
onermesini kanitladik yani,



n giftse, a, = 3

n tekse, a, = 3

Onermesini kanitladik. Ne giizel!
Simdi a,’nin tekligi—¢iftligi konusuna donelim.
Eger n g¢iftse, yani a, = (2" — 1)/3 ise, a, ikiye boliinemez, ¢iinkii 2" — 1 ikiye boliinemez.
Dolayisiyla bu sikta a, tektir.
Eger n tekse, yani a, = (2" - 2)/3 =22" "' = 1)/2 ise, elbette a, ikiye boliiniir.

Gortldiigi gibi, 1/3, araliklarin bir soluna, bir sagina diisiiyor.

Son olarak asagidaki giizel esitligi kanitlayayim:
1/3=12-1/4+1/8-1/16 +1/32 - 1/64 + 1/128 — 1/256 + ... (3)
Bu esitligin sagindaki toplam sonsuz bir toplamdir.
Sagdaki sonsuz toplama x diyelim:
x=12-1/4+1/8-1/16+1/32-1/64 + 1/128 — 1/256 + ...
Simdi x’1 ikiyle ¢arpalim:
2x =2(12-1/4+1/8-1/16 +1/32 — 1/64 + 1/128 — 1/256 + ...)

=1-1/2+1/4-1/8+1/16 — 1/32 + 1/64 —1/128 + ...

=1-(12-1/4+1/8-1/16+1/32 - 1/64 + 1/128 — ...)

=1-x.

Yani 2x = 1 — x. Bundan da kolaylikla x = 1/3 ¢ikar! (3) esitligi kanitlanmustir'.

Bu kanit sizi (3) esitligine inandiramadiysa hesaplayin:

112=0,5

1/2-1/4 =025

1/2-1/4+1/8 = 0,375

1/2-1/4+1/8-1/16 = 0,3125

1/2-1/4+1/8-1/16+1/32 = 0,3475

1/2-1/4+1/8-1/16+1/32-1/64 = 0,328125

1/2-1/4+1/8-1/16+1/32-1/64+1/128 = 0,3359375

1/2-1/4+1/8-1/16+1/32-1/64+1/128-1/256 = 0,33203125

1/2-1/4+1/8-1/16+1/32-1/64+1/128-1/256+1/512 = 0,333984375

1/2-1/4+1/8-1/16+1/32-1/64+1/128-1/256+1/512-1/1024 = 0,3330078125

1/2-1/4+1/8-1/16+1/32-1/64+1/128-1/256+1/512-1/1024+1/2048= 0,33349609375

1/2-1/4+1/8-1/16+1/32-1/64+1/128-1/256+1/512—1/1024+1/2048—1/4096
=0,333251953125

1/2-1/4+1/8-1/16+1/32-1/64+1/128-1/256+1/512—1/1024+1/2048—1/4096+1/8192
=0,3333740234375.

Goriildiigii gibi, islemleri yaptikga 0,3333... sayisina, yani 1/3’e yaklasiyoruz. Islemleri
sonsuza dek yapmaya zamanimiz olsaydi, tam 1/3 bulurduk. islemleri sonsuza dek yapamasak
bile, yukarda yaptigimiz gibi, sonsuz islemin sonucunun 1/3 oldugunu matematikle buluruz.

Yazinin birinci boliimiindeki sorunun yaniti, (3) esitliginden de bulunabilir.

Dileyen okur “1/5 nerde?” sorusunu yanitlayabilir’.

! Burada biraz yalan soyliiyorum. Eger sonsuz toplamin sonucu sonlu bir sayiysa kanit gegerlidir, yoksa gegersizdir.
2 Bu yazmnin kaosla ilgili oldugunu bana 6greten Tayfun Akgiil’e tesekkiirler. ..



