Ardisik Sayilarin Toplam
Ali Nesin

Bu yazida “say1” sozciigint, 1, 2, 3, 4, 5 gibi, pozitif tamsayilar i¢in kullanacagiz.
Konumuz ardisik sayilarin toplami. 7 ve 8 gibi, ya da 7, 8 ve 9 gibi ardarda gelen sayilara ardisik
denir. Ornegin, 17 iki ardisik sayimin toplamidir:

17=8+09.
21, ii¢ ardisik saymin toplamidir:
21=6+7+8.
21, ayn1 zamanda alt1 ardisik sayinin toplamidir:
21=1+2+3+4+5+6.
45, iki ya da daha ¢ok ardisik saymin toplami olarak bes degisik bicimde yazilir:
45 = 22423
14+15+16
7+8+9+10+11
5+6+7+8+9+10
= 14+2+3+4+5+6+7+8+9
44, sekiz ardigik sayinin toplamdir:
44=2+3+4+5+6+7+8+9
(ve 44, iki ya da daha cok ardisik saymin toplami olarak bagka tiirlii yazilamaz.) Ama 1, 2 ve 4
sayilari iki ya da daha ¢ok ardisik saymnin toplami degildirler. 7 ve 11 sayilari iki ardisik saymnin
toplami olarak yazilabilirler ama {i¢ veya daha fazla ardisik saymin toplami olarak yazilamazlar.

Bu yazida hangi sayilarin en az iki ve en az ii¢ ardigik sayimin toplami oldugunu bulmaya
calisacagiz. Daha dogrusu siz bulmaya calisacaksiniz. Asagida bu amagla sekiz soru
bulacaksiniz. Asil amag altinc1 ve sekizinci sorular1 yanitlamak. Kimi okurun dogrudan bu
sorularla ugragsmak i¢in yeterince zamani olmayabilir. Bu okurlarin ilk basamaktan, yani birinci
sorudan baslamalarim 6neririm. Once birinci soruyu ¢dzen okur ikinci soruyu daha kolaylikla
cozecektir. Once ikinci soruyu ¢ozen okur iiciincii soruyu daha kolaylikla ¢dzecektir... Yani
sorular gittik¢e giiclesmektedirler. En zor sorular altinci ve sekizinci sorulardir. Kendine giivenen
okur yedinci sorudan baslayabilir.

Cogu zaman oldugu gibi (ama her zaman degil), burda da, arastirmaya deneyle baslamak
yararli olabilir. Ornegin 1’den 50’ye kadar olan sayilardan hangilerinin en az iki ardisik saymin
toplam1 oldugunu bulmaya caligirsaniz, hem sorunun yanitin1 tahmin edebilirsiniz, hem de
tahmininizin dogru oldugunu nasil kanitlamaniz gerektigini anlayabilirsiniz.

Once ilk 48 say1ya gozatalim. Bu sayilari en az iki ardisik saymnin toplami olarak yazmaya
calisalim. Asagidaki tabloda en kisa ve en uzun toplamlar1 bulacaksiniz:

1 yazilamaz 25 12+13;3+4+5+6+7

2 yazilamaz 26 5+6+7+8

3 1+2 27 13+14;2+3+4+5+6+7
4 yazilamaz 28 1+2+3+4+5+6+7

5 2+3 29 14 +15

6 1+2+3 30 9+10+11;4+5+6+7+8
7 3+4 31 20 +21

8 yazilamaz 32 yazilamaz

9 4+5;2+3+4 33 16+17;3+4+5+6+7+8
10 1+2+3+4 34 7+8+9+10

11 5+6 35 17+18;2+3+4+5+6+7+8



12 3+4+5

13 6+7

14 2+3+4+5

15 7+81+2+3+4+5

16 yazilamaz

17 8+9

18 5+6+7;3+4+5+6

19 9+10

20 2+3+4+5+6

21 10+11;1+2+3+4
+5+6

22 4+5+6+7

23 11+12

24 7+8+9

11+12+13;1+2+...+8
13+14

8+9+10+11
19+20;4+5+6+7+8+9
6+7+8+9+10

20+21
13+14+15;3+4+...+9
21+22
2+3+4+5+6+7+8+9
22+23;1+2+...+9

10+11+12+13
23 +24
15+16+17

Birinci Soru. Hangi sayilar ardisik iki sayinin toplamidir?

Birinci Sorunun Yamiti. Okur yaniti okumadan Once diisiinmelidir. Psikolojik olarak
yardim edecekse sOyleyeyim: Pek o kadar zor bir soru degil. Birkag deneme sorunun yanitini

verecektir.

1+2
2+3
3+4
4+5
5+6
6+7
7+8
8+9
9+ 10
10+ 11
11+12

23

Biz de deneyelim:

Gorildigi gibi, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21,
23 sayilarim iki ardisitk saymin toplami olarak
yazabildik. Bu sayillarin hep tek sayr olduklar
goziiniizden kagmamistir. Dogru, eger iki ardisik sayiy1
toplarsak hep tek say1 elde ederiz.

Neden?

Kanitlayalim. Ardisik iki sayidan biri tektir, dbiiri
cift; dolayisiyla bu iki sayiy1 topladigimizda tek sayi
elde ederiz. Demek ki iki ardisik sayimin toplami hep tek
sayidir.

Bunun tersi de hemen hemen dogrudur: 1 disinda

her tek say1, iki ardisik saymin toplamidir. Ornegin, 125, 62 + 63 olarak; 147, 73 + 74 olarak
yazilabilir. 1 disinda her tek sayinin iki ardigik sayinin toplami oldugunu kanitlayabilir miyiz?

Evet.

Kanit oldukca kolaydir: x # 1 herhangi bir tek say1 olsun. x tek oldugundan, x’i 2n + 1
olarak yazabiliriz. $Simdi x’1, n + (n + 1) olarak, yani iki ardisik sayinin toplami olarak yazabiliriz.
(Not: x >1 oldugundan, n > 1°dir.)

Ikinci Soru. Hangi sayilar ii¢ ardisik sayimin toplamidir?

Ikinci Sorunun Yamti. Yukardaki gibi birka¢ deneme yapmak sorunun yanitini verecektir:

1+2+3=6
2+3+4=9
3+4+5=12
4+5+6=15
5+6+7=18
6+7+8=21

Hep {ige boliinen sayilar elde ediyoruz. Hepsini mi? Hayir! 3 sayisi, ii¢ ardisik saymin
toplam1 degildir. Ama 3 disinda {ice boliinen her say1 ili¢ ardisik saymin toplamidir. Gibi



gdziikiiyor... Demek ki savimiz su olmali: Ug ardisik saymin toplanu iice boliiniir ve 3 disinda
tice boliinen her sayi li¢ ardisik sayinin toplamidir. Savimizi kanitlayalim.

Ug ardisik say1 alalim. Bu sayilarin ortancasina n diyelim. Demek ki {i¢ saymmiz n — 1, n ve
n + 1. Bu {i¢ say1y1 toplayalim:

m—1D+n+m+1)=3n
elde ettik. Bu say1 {i¢e boliiniir. Demek ki, her ti¢ ardisik sayinin toplami tige boliintir.

Simdi de tlice bdliinen ama 3 olmayan herhangi bir say: ele alalim. Bu sayiya x diyelim ve
x’in li¢ ardisik saymin toplami oldugunu kanitlayalim. Yukardaki dizelge asagi yukar1 kaniti
veriyor: Esitligin solundaki ortanca sayi, toplamin iicte biri. x’1 lige bdlelim. Cikan sayiyi, bir
oncekini ve bir sonrakini toplayalim. x’i elde ederiz. Ornegin, x = 27 ise, x/3 = 9°dur ve 27 = 8 +
9+ 10’dur.

Bicimsel olarak soyle kanitlariz: x {ige boliindiigiinden, x’1 3n olarak yazabiliriz: x = 3n.
Simdi asagidaki esitlige bakin:

x=3n=m-1)+n+m+1).
Demek ki, x, li¢ ardisik saymin (n — 1’in, »’nin ve n + 1’in) toplamidir. (Not: x > 3
oldugundan, n — 1 = 1°dir.)

Savimiz kanitlanmustir.

Uciincii Soru. Hangi sayilar bes ardisik sayinin toplamidir?

5 ve 10 disinda, bese béliinen her say1 bes ardisik sayinin toplamidir. Ornegin,
15=1+2+3+4+5
20=2+3+4+5+6
25=3+4+5+6+7

Bu dizelge de kanit1 agag1 yukari veriyor. Esitligin sag tarafinin ortanca sayi, toplamin beste

biri. x, bese boliinen ama ne 5 ne de 10 olan bir say1 olsun. x = 5z olarak yazalim. Simdi x,
n-2,n—-1,nn+1,n+2
ardisik sayilariin toplamidir. (Not: x = 15 oldugundan, n — 2 = 1°dir.)

Dordiincii Soru. Hangi sayilar yedi ardisik sayimin toplamidir?

Dérdiincii Sorunun Yamti. Bu sorunun yanit1 da ikinci ve ii¢lincii sorularin yanit1 gibidir.
7, 14 ve 21 disinda yediye boliinen her say1 yedi ardisik sayini toplamidir. Bigimsel kanit1 okura
birakiyorum.

Besinci Soru. En az iki ardisik sayimin toplami olan sayilarin 1’den biiyiik bir tek sayiya
boliindiiklerini, yani 2" bi¢ciminde yazilamayacaklarini kanitlayin.

Besinci Sorunun Yaniti. x, en az iki ardisik sayimin toplami olan bir say1 olsun. Diyelim, x
sayist,
bb+1,b+2,.,b+r
(r + 1 tane) ardisik saymin toplami (» > 1 elbette.) Yani
x=b+b+1)+B+2)+ ..+ (b+r). (1)
Bu toplamda » + 1 tane b var. Demek ki, toplam
r+Db+[1+2+..+7]



sayisina esit. 1’den »’ye kadar olan sayilarm toplami #(» + 1)/2’ye esittir'. Demek ki
x=(r+1b+r({r+1)2.
r+ 1’1 disan ¢ikaralim ve esitligi 2’yle ¢arpalim.
2x=(r+1D2b+r) (2)
elde ederiz. Eger r + 1 ve 2b + r sayilarindan birinin tek oldugunu kanitlarsak isimiz istir,
¢linkii bu tek say1 x’i bolmek zorunda. Kanitlayalim: Eger » + 1 tekse bir sorun yok. Eger » + 1
giftse, r tektir ve dolayisiyla 25 + r de tektir’. Kanitimz bitmistir.

Yukardaki kanitta, (1) esitliginden (2) esitligini elde ettigimiz okurun goziinden
kagmamalidir. Birazdan bu olguyu kullanacagiz.

Altinc1 Soru. Hangi sayilar iki veya daha ¢ok ardisik sayinin toplami olarak yazilabilir?

Altincr Sorunun Yamti. Once bir tahminde bulunmak gerekiyor. Simdiye degin
bulduklarimizi gézden gecirelim:

Her seyden Once besinci soruya gore, 1, 2, 4, 8, 16 gibi 2" bigiminde yazilan sayilar iki ya
da daha fazla ardisik sayimin toplami olamazlar. Obiir sayilara bakalim.

Birinci soruya gore, 1 disinda her tek sayi iki ardisik sayinin toplamidir.

Uge béliinen sayilara bakalim. Ikinci soruya gore, 6, 9, 12, 15 gibi iige boliinen sayilar iic
ardisik saymnin toplamidir. 3 tek oldugundan, 3 de iki ardisik saymin toplamidir. Demek ki tice
boliinen her say1 en az iki ardisik sayinin toplamidir.

Simdi de bese béliinen sayilara bakalim. Ugiincii soruya gore, 5 ve 10 disinda bese boliinen
her say1 bes ardisik saymin toplamidir. Tek oldugundan, 5 de iki ardisik sayinin toplamidir. Ya
10?

10=1+2+3+4
oldugundan, 10 da ardisik sayilarin toplamidir. Sonug¢ olarak bese boliinen her say1 en az iki
ardisik saymin toplamidir.

Sira yediye boliinen sayilara geldi. Dordiincii soruya gore 7 ve 14 disinda yediye bdliinen
her say1 yedi ardisik sayinin toplamidir. 7 tektir, dolayisiyla iki ardigik sayinin toplamidir. 14’
ardisik sayilarin toplami olarak yazmak biraz daha zor, ama yaziliyor:

14=2+3+4+35.
Demek ki yediye boliinen her say1 en az iki ardisik sayinin toplamidir.

Tahminimiz ne olmali? 2" bigiminde yazilamayan her say1 en az iki ardigik sayinin toplami
olabilir mi? Galiba, ama pek emin degiliz.

11’e boliinen sayilara bakalim. Bu sayilarin ¢ogunun onbir ardigik saymin toplami
oldugunu hissediyoruz. Sayimiza x diyelim. x’i onbire bolelim. Cikan sayiya n diyelim. Simdi
asagidaki onbir say1y1 toplayalim:

n—-5n-4,..,n..,n+t4 n+5.
11n, yani x buluruz. Ama burda n — 5 > 0 olmali, yani x/11 — 5 > 0 olmali, yani x > 55 olmal.
Peki, x = 11, 22, 33, 44, 55 ise ne yapacagiz? Bu sayilar en az iki ardisik saymin toplami midir?
11, 33 ve 55 tek olduklarindan bu sayilar iki ardisik sayinin toplami olarak yazabiliriz. 22 ve 44
de en az iki ardisik tamsayinin toplamidir:
22=4+5+6+7
4=2+3+4+5+6+7+8+09.

" Bu esitlik ok bilinen bir esitliktir. [11]’in Pisagor ve Sayilar yazisina bakiniz.
2 2b ¢ift bir say1 elbet. r de tek. Cift sayiyla tek sayimin toplamu tek oldugundan, 2b + r tektir.



Demek ki 11°e boliinen her say1 en az iki ardisik sayinin toplamidir.
Galiba tahminimiz dogru, galiba 2" bigiminde yazilamayan her say1 (yani 1’den biiyiik bir
tek sayiya boliinen her say1) en az iki ardisik saymin toplamidir. Artik savimizi yazabiliriz:

Sav. 2" biciminde yazilamayan her sayi en az iki ardisitk sayimin toplanmidr. Ve en az iki
ardistk sayimin toplami olan hi¢bir say1 2" biciminde yazilamaz.

Savin Kaniti. Savimizin ikinci boliimiinii besinci soruda kanitlamistik. Birinci boliimiinii
kanitlayalim. x, 2" bi¢iminde yazilmayan bir say1 olsun. Demek ki x, 1’den biiyiik bir tek sayiya
boliiniir. x’1 bolen tek sayiy1 2k + 1 olarak yazalim ve bdlme isleminin sonucuna a diyelim.
Demek ki,

x=Q2k+ 1a. 3)

Simdi a — k’yle a + k arasindaki 2k + 1 say1y1 toplayalim.

(a-k+@-k+t1)+..+(a@a-1)+a+t@+)+..+(@+tk-1)+(a+k).

Bu toplamda bir siirii terim sadelesir. Ornegin, birinci ve sonuncu terimlerdeki k’ler sadelesir,
ikinci ve sondan ikinci terimlerdeki k£ — 1’ler sadelesir... a’lar disindaki biitlin terimler sadelesir.
Sonu¢ olarak 2k + 1 tane a’y1 toplariz, yani toplamin sonucu (2k + 1)a’dir, yani x’tir. Eger
toplamdaki ilk say1, yani a — k, pozitif ise, x’1 bu bigimde 2k + 1 ardisik saymin toplami olarak
yazabiliriz. a — k < 0 ise ne yapacagiz?

Bundan bdyle a — k’nin pozitif olmadigin1 varsayalim, yani a < k esitsizligini varsayalim.
Bu durumda ne yapmaliy1z? Once yaniti vereyim. Yanit1 nasil buldugumu sonra agiklayacagim’.

b=k—a+1 4)
ve
r=2a-1 (5)
olsun. »’nin en az 1 olduguna dikkatinizi ¢ekerim. 5’den b + r’ye kadar olan sayilari, yani
bb+1,b+2,.,b+r
sayilarini toplayalim:
b+b+1)+B+2)+..+((b+r).

Toplamin x’e esit oldugunu kanitlayacagim. Besinci sorudaki gibi hesaplarsak, toplamin

rF+Db+r(r+1)2

sayisina esit oldugunu goriirtiz. Bu sayiyr (3), (4) ve (5)teki tanmimlar1 kullanarak
hesaplayalim:

r+Db+rr+1)2 = (r+ 1)2b+ )2
= 2a(2b+2a-1)2
= a(2b+2a-1)
=t aQk-a+1)+2a-1)
= aQk+1)
=3 X.

Soézverdigimiz gibi toplamin x oldugunu bulduk.

Sonug olarak, 2" bigiminde yazilamayan her x sayisinin en az iki ardigik sayinin toplami
oldugunu bulduk.

Hatta toplamamiz gereken ardisik sayilar1 da bulduk: x’i (2k + 1)a olarak yazalim.

Eger a > k ise, x, a — k’den a + k’ye kadar olan 2k + 1 ardisik sayinin toplamidir.

Egera < kise, x, k—a + 1°den k + a’ya kadar olan 2a ardisik sayinin toplamidir.

? Bu agiklama, yazinin sonuglarini ogrencilerine kanitlattirmak isteyen dgretmene yardimei olabilir.



Simdi a < k sikkinda, ardisik sayilar1 nasil buldugumu gostereyim. x = (2k + 1)a esitligini
biliyoruz ve x’i en az iki ardisik saymin toplami olarak yazmak istiyoruz. Ardisik sayilari
bildigimizi varsayalim bir an. Diyelim bu sayilar b’yle b + r arasindaki sayilar. 5’yle ’yi bulmak
istiyoruz. b’yle b + r arasindaki sayilar1 toplarsak

(r+ 1D)2b+r)2
buluruz. Demek ki,
Qk+Da=x=@+1)2b+r)/2,
yani
2a2k+ 1)=(r + 1)2b + r).

r’yi 2a = r + 1 esitligini saglayacak bi¢imde segelim. Demek ki, » = 2a — 1. Bu (5) esitligini
verir. b’yi de 2k + 1 = 2b + r esitligini saglayacak bigimde secelim. Demek ki 2k =2b +r— 1=
2b+(2a—-1)—1,yani b=k—a~+ 1. Buda (4) esitligidir.

Yedinci Soru. Asal bir sayimin en az ii¢ ardisik sayimin toplami olamayacagini kanitlayin.

Yedinci Sorunun Yaniti. x bir asal say1 olsun. Bir an i¢in x’in en az ii¢ ardisik saymin
toplami1 oldugunu varsayalim. Diyelim, x asal sayzsi,
bb+1,b+2,.,b+r
sayilarinin toplami (burada » =2 2 ve b > 0.) Bir celigki elde edecegiz. Aynen besinci sorudaki
gibi,
2x=(r+1)2b+r) )
esitligini elde ederiz.
Eger r + 1 tekse, (2) esitliginden dolay1, » + 1, x’1 boler. x asal oldugundan, » + 1 = x olmali.
Buve (2)’den 26 + r =2 ¢ikar. Ama b > 0 ve r 2 2, dolayisiyla 2b + r = 2 esitligi olanaksiz.
Eger r + 1 giftse, r tektir.  tek oldugundan, 2b + r de tektir. (2) esitliginden dolayi, 26 + r,
x’1 boler. x asal oldugundan, 25 + » = x olmali. Bundan ve (2)’den, 2 =7 + 1 ¢ikar. Yani » =1 ve
bu bir celiskidir. Onermemiz kanitlanmustir.

Sekizinci Soru. Hangi sayilar ii¢ veya daha ¢ok ardisik sayinin toplamidir?

Sekizinci Sorunun Yamti. Asal olmayan ve 2" bi¢iminde yazilamayan her sayi en az ii¢
ardisik sayinin toplamidir.

Bu savimizi kanitlamak i¢in altinci ve yedinci sorularin yanitlarindan yararlanacagiz.

Eger x en az ti¢ ardigik saymnin toplamiysa, altinci soruya gore x, 2" bigiminde yazilamaz ve
yedinci saytya gore x asal olamaz. Simdi bu 6dnermenin tersini kanitlayacagiz: Eger x asal degilse
ve 2" bigiminde yazilmiyorsa, x en az ii¢ ardigik sayinin toplamdir.

x’in asal olmadigini ve 2" bi¢iminde yazilamayacagini varsayalim. Demek ki 6yle bir k£ > 1
ve a = 2 vardir ki,

x=Q2k+ 1)a
esitligi gegerlidir. Eger a > k ise, altinci soruda x’in 2k + 1 tane ardisik saymnin toplami
oldugunu gordiik. Demek ki bu durumda bir sorun yok. Eger a < k ise, gene altinci soruda x’in 2a
tane (yani en az 4 tane) ardisik saymin toplami oldugunu gordiik. Bu durumda da bir sorun yok.
Hi¢ sorun kalmadi!



