Asal Sayilar
Ali Nesin

irden ve kendisinden baska sayiya boliinmeyen sayilara asal sayi
denir'. Ornegin 17 asaldir, ¢iinkii 1 ve 17°den baska sayiya (tam
olarak) boliinmez. Ote yandan 35 asal degildir, 5’e ve 7’ye
boliiniir. Teknik nedenlerden 1 asal kabul edilmez.
100°den kiiciik asallar1 bulmak pek zor degildir. Iste o asallar: 2,
3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.
Demek ki 100’den kiigiik 25 tane asal varmis. Yani 100’den kiiciik rastgele secilmis bir
saymin asal olma olasilig1 1/4’tiir.

Matematiksel kanitlar arasinda bir giizellik yarismasi yapilsa, Oklid’in (MO. 300)
“sonsuz tane asal say1 vardir”’ 6nermesinin kanit1 hi¢ kuskusuz ilk on sirada yer alirdi. Bu
teorem Oklid’in iinlii Ogeler adli yapitinin dokuzuncu cildinde kanitlanir. Oklid’in
teoreminin giizelliginin goklere ¢ikarilmadigl ve kanitlanmadig: popiiler matematik kitabi
yok gibidir. Birazdan bu giizel teoremi — ve ¢ok daha fazlasin1 — kanitlayacagiz.

Bir saymin asal olup olmadigini nasil anlariz? Sayimiza n diyelim. »’yi n’den kiigiik
sayilara bolmeye c¢alisalim. Eger n’den kiiclik, 1’den biiyiik bir say1 »’yi tam boéliiyorsa, n,
tamimu geregi, asal olamaz. Oyle bir say1 bulamazsak,  asaldir.

Ne var ki bu yontemle biiyiik sayilarin asalligina karar vermek ¢ok zaman alir. Bu
yontem ve ¢esitlemeleri disinda bir saymnin asalligina karar verebilecek genel bir yontem de
bilinmemektedir. Ornedin, su ¢esitleme diisiiniilebilir: n’yi n’den kiiciik her sayiya
bélecegimize, n’yi Vn’den kiigiik sayilara bolmeye ¢alisabiliriz. Ciinkii n = ab ve a > \n
ise, b < \n’dir. Dolayisiyla n asal degilse, Vn’den kiigiik bir sayiya béliiniir. Boylece
yapmamiz gereken bolme sayisi azalir. Bir baska kolaylik da sdyle saglanabilir: #»’nin asal
olup olmadigina karar vermek i¢in n’yi Vn’den kiigiik her sayiya bélmeye calisacagimiza,
Vn’den kiigiik asallara bslmeye ¢alismamiz yeterlidir. Bu birazdan kamtlayacagimiz birinci
teoremden ¢ikar. Boylece, n’nin asalligina karar vermek i¢in yapmamiz gereken bdlme
sayist daha da azalir. Ote yandan bu yéntemi kullanabilmek i¢in Vn’den kiigiik asallari
bilmek gerekir. Bu asallar bildigimizi varsaysak bile, bolme sayis1 gene de biiyiik sayilar
icin cok fazladir. Ornegin, n = 100.000.000.001’in asal olup olmadigini anlamaya
calistigimiz1 varsayalim bir an. Eger n asal degilse ve kiigiik bir asala (6rnegin 97’ye)
boliinebiliyorsa, #’nin asal olmadigina oldukg¢a ¢abuk karar veririz. Ama ya n asalsa ya da
kiigtik bir asala boliinmiiyorsa? Onbinlerce bolme islemi yapmamiz gerekecek.

Yukarda agikladigimiz yéntem Yunanli matematikgi Eratosthenes tarafindan M.O. 3.
yizyilda bulunmustur. Bu yontemle 50 rakamli bir saymmin en gelismis bilgisayar
yardimiyla asal olup olmadigin1 anlamak trilyonlarca yil alir. Yasam gercekten kisa!

Bazi 6zel sayilarin asalligina karar vermek icin 0zel yontemler gelistirilebilir.
Ornegin son rakamu ¢ift olan bir tek asal say1 vardir, o da 2’dir. Ciinkii son rakamu ¢ift olan
bir say1 2’ye boliiniir.

Asal olmayan sayilara bir baska 6rnek vereyim. x“ — 1 bi¢iminde yazilan sayilar x —
1’e boliiniirler:

1 Bu yazida, “sayr” sozciigiinii 1, 2, 3, 4 gibi tamsayzlar i¢in kullanacagiz.



X—1=(x- DT+ L x+ ).
Dolayistyla, bir a > 1 sayisi i¢in, x“ — 1 bi¢iminde yazilan bir sayinin asal olabilmesi i¢in
x’in 2 olmasi gerekmektedir. Madem Oyle, 2° — 1 bigiminde yazilan sayilara bakalim. Bu
sayilar asal midir?

Sav: Eger a asal degilse 2° — 1 de asal olamaz.

Kamit: Bunu kanitlamak i¢in 6nce a = bc yazalim. a asal olmadigindan bu esitligi
saglayan b ve ¢ sayilar vardir. Sonra x’i 2° olarak tanimlayip kiigiik bir hesap yapalim: 2% —
1=2"-1=@2"%-1=x"-1. Ama x° — | sayisinin x — 1’¢ bolindiginii yukarda
gormiistik. Demek ki 2“ — 1, x — 1’e boliiniir ve asal olamaz. Dolayisiyla, 2“ — 1’in asal
olmasi i¢in a’nin asal olmasi gerekmektedir. Kanitimiz bitmistir.

Asal bir a i¢in 2“ — 1 bigiminde yazilan sayilara Mersenne sayilari denir®. Peki, a
asalsa,

M,=2"-1
olarak tanimlanan say1 da asal midir? ilk Mersenne sayilarma bakalim:
M2 =3
M3 =7
M5 =31
M; =127

Bu sayilarin herbiri asal. Ama bundan sonraki ilk Mersenne sayisi, yani M), asal degil:
M, 1= 23 x 89,

Hangi asallar i¢in M, asaldir? Yanit bilinmiyor.

1972°de Mj9937’in asal oldugunu Bryant Tuckerman bilgisayar yardimiyla kesfetti.

1975’te, on bes yasinda iki lise O0grencisi, Laura Nickel ve Curt Noll, M9937’in 0
zamana dek bilinen en biiyiik asal oldugunu bir gazeteden 6grenince, calismaya koyuldular
ve U¢ yil sonra, 1978’te, bilgisayarlarin1 350 saat calistirdiktan sonra, M>;70;’in asal
oldugunu buldular. Ve birdenbire linlendiler.

Subat 1979°da Noll, M>3209 un asal oldugunu buldu.

Iki ay sonra, Slowinski My4407’nin asal oldugunu gosterdi.

Mayis 1983’te Amerikali David Slowinski, Mgep43’lin asal oldugunu, bilgisayar
yardimiyla tam 1 saat 3 dakika 22 saniyede kanitladi. Ama 86.243 sihirli sayisin1 bulmak
icin aylarca ugrasti. Bilinen klasik yontemle (yani kendisinden kiiciik sayilara bolmeye
calisarak) bu saymin asal oldugunu kanitlamak, evrenin omriinii asardi! Mgg43’lin tam
25.962 rakami oldugunu da ayrica belirtelim. Bu kadar bozuk paray: {istiiste y1gsaniz, para
kuleniz evrenin sinirlarini asar! [43]

Yukardaki asali bulan Slowinski, 19 Eylil 1983’te M3049’un asal oldugunu
bilgisayarlarla anladi. Bundan ¢ok daha once, Manfred Schroeder adli bir matematikgi,
matematiksel yontemlerle, sezgisinin de yardimiyla, 2% — 1 civarlarinda bir asal
oldugunu tahmin etmisti zaten.

Mart 1992°de M7s6839 un asal oldugu anlasildi.

12 Ocak 1994’te, Paul Gage ve yine David Slowinsky bilgisayar aglarinda Mgsg433’lin
asal oldugunu kanitladiklarin1 duyurdular. Hesaplarini gene bilgisayarla yapmislardi elbet.

2 Mersenne (“mersen” diye okunur), Fermat, Pierre de’yla ¢agdas ve Fermat’nin mektup arkadasi bir Fransiz matematikgisidir.



Simdi, S, = 4, Sg+1 = 5> — 2 olsun. Ornegin, S; = 4% -2 = 14’tiir. Bunun gibi, S, = S
-2 = 14> -2 = 194°tiir. Bir ¢ asal1 i¢in, M, niin asal olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul,
M, niin S,’yii bolmesidir. Bu teste Lucas testi denilir. Lucas testi sayesinde ¢ok bilyiik
asallar oldukga kolay sayilacak islemlerle bulunabilir.

Bu sonucglara bilgisayarlara gilivenebildigimiz derecede giivenebiliriz elbet.
Bilgisayarlar da hata yaparlar!

Biiyiik sayilarin asal olup olmadiklarini anlamak, sifreli mesajlarda (kriptoloji) ¢ok
onemlidir ve gelismis iilkelerin ordular1 bu yiizden asal sayilarla ¢ok ilgilenirler. Gizli
mesaj yollamak isteyen, mesajiyla birlikte iki biiylik asal saymin c¢arpimini da yollar.
Sifreyi ¢ozmek i¢in, sifreyle birlikte yollanan sayiy1 bolen o iki asali bilmek gerekir, ki bu
da disardan birisi igin (sayilar biiyiik oldugundan) hemen hemen olanaksizdir. iki sayiy1
carpmak kolaydir ama bir say1y1 ¢arpanlarina ayirmak ¢ok daha zordur.

Sifrelemede Mersenne sayilari kullanilmaz. Ciinkii az sayida (30 kiisur tane olmali)
asal Mersenne sayisi bilindiginden, sifreyle birlikte yollanan sayinin asal bir Mersenne
sayisina boliiniip boliinmedigini anlamak kolaydir.

Asal olmayan bir say1y1 bolenlerine ayirmanin Fermat'nin buldugu su yontem vardir.
Eger n sayist iki pozitif dogal say1 i¢in x* — y* bigiminde yaziliyorsa, o zaman,

n=x-y)x+y)
esitligi dogrudur ve x, y +1 olmadig: siirece, n’yi carpanlarina ayirmis oluruz. Bunun
tersi de asag1 yukar1 dogrudur. Eger n = ab ise ve n ¢ift degilse, o zaman,
a+b

2

ve
y = Hata!

alarak, n = x* — y2 esitligini elde ederiz. Demek ki, ¢ift olmayan bir n dogal sayisini
carpanlarina ayirmak i¢in, n = x> — * esitligini saglayan x ve y bulmaliyiz. Bu esitlik yerine
y* = x* — n yazalim ve x yerine teker teker sayilar1 koyup x* — n sayisini hesaplayalim. Bu
say1 tam bir kare (1*) oldugunda n = x* — * esitligini bulmus oluruz. Elbette x’in Vn’den
biiyiik olmasi gerekmektedir, yoksa x> — n pozitif bile olamaz. Ayrica, x* — n sayisinin tam
bir kare olmasi i¢in 0, 1, 4, 5, 6 ve 9’1a bitmesi gerekmektedir, 2, 3, 7 ve 8’le biten sayilar
kare olamazlar.

Bu yontemi n = 91 i¢in deneyelim. x > V91 olmasi gerektiginden, x = 10’dan
baslamaliyiz. x = 10 ise, x> — n = 10* — 91 = 9 = 3? dir ve y = 3 olabilir. Demek ki,

91=n=10"-3*=(10-3)(10+3)=7x 13
esitligi gecerlidir.

Ayn1 yontemi n = 143 i¢in deneyecek olursaniz, gene yanitt hemen bulursunuz: x =
12,y=1.

Mersenne sayilarina ¢ok benzeyen bagka sayilara bakalim. 2“ + 1 bigiminde yazilan
sayilar asal midir? Bu sayilarin hangi a’lar i¢in asal olduklarini bilmiyoruz ama hangi a’lar
icin asal olamayacaklarini biliyoruz: Eger a, 2’nin bir giicii degilse, yani 2" bigiminde
yazilamazsa, bu sayilar asal olamazlar. Bunu birazdan kanitlayacagiz (Teorem 9.) Fermat,

F,=22" 41
biciminde yazilan biitiin sayilarin asal olduklarini saniyordu. Bu yiizden bu sayilara

Fermat sayilar1 denir. Gergekten de ilk bes Fermat sayisi,
F,=3



F1:5

F2 = 17
F3 = 257
F4y=65537

asaldir. Fermat, biitlin Fermat sayilarmmin asal olduklarini kanitlamaya ugrasti ama
basaramadi. Basarisizliginin nedeni vardi: Sanisi dogru degildi. Fs asal degildir. Fs on
basamakli bir say1 oldugundan asalligin1 kanitlamak kolay degildi. Euler (1707-1783),
F5’in 641°e boliindiigiinii gosterdi:
F5=0641 x 6700417.
Demek ki a = 2" bigiminde yazilabilse bile, 2° + 1 asal olmayabiliyor.
Lucas F¢'nin asal olmadigini kanitladi. Daha sonra, 1880°de, Landry,
Fe=274177 x 67280421310721

esitligini buldu. F; ve Fg de asal degiller. Bu sayilarin asal olmadiklari, ¢ok geg bir tarihte,
1970 ve 1981°de anlasildi. W. Keller, 1980°de Fos4s’in asal olmadigini gosterdi. Bu say1 19
x 270 & 1’¢ boliiniir. 1984°de gene W. Keller, F347,’in asal olmadigini kanitladi. Bu
saymnin 10" den fazla basamagi vardir ve 5 x 247 + 1”¢ boliinir.

n > 5 i¢in, asal bir F,,’nin olup olmadig1 simdilik bilinmiyor. Asallig bilinmeyen en
kiigik Fermat sayilart sunlar: Fap, Foa, Fos.

Son yillarda bir saymnin asalliina yiizde olarak olduk¢a ¢abuk karar verebilen
yontemler gelistirildi. Ornegin, “Su say1 yiizde 99,978 olasilikla asaldir,” gibi énermeler
bilgisayarlarin yardimiyla oldukca kisa sayilabilecek zamanda kanitlandi. Bu konuda
bilgim kisitl oldugundan daha fazla s6z sdyleyemeyecegim.

11, 111, 1111, 11111 gibi her rakami 1 olan sayilar asal midir? Iginde » tane 1 olan
saytya B, diyelim. Eger cift sayida 1 varsa, yani n ¢iftse, B,, 11’e boliiniir ve B, diginda
bunlardan hig¢biri asal olamaz. Eger n tige boliinliyorsa B, de tige boliiniir ve asal olamaz.

Hangi n’ler i¢in B, asaldir? Bu asallardan kag tane vardir? B,, Bi9, B3, B317, Bios31 asal
sayilar, bu biliniyor. Bunlardan baska? Ben bilmiyorum. Bu sayilardan daha biiytik bir asal
varsa, n > 10.000 olmas1 gerektigini Harvey Dubner adli biri kanitlamis, daha dogrusu
hesaplamis. [43]

Asallar matematikte ¢ok 6nemlidir elbet. Bu yazida bu énemli konuda bir iki teorem
kanitlayacagiz. Ik teoremimizi okurlarin ¢ogu biliyordur.

Teorem 1. [’den biiyiik her sayi’ bir asala béliniir.

Kamt: Bunun kaniti oldukc¢a kolaydir: @ > 1 bir say1 olsun. @’'nin bir asala
boliindiiglinii kanitlamak istiyoruz.

Eger a asalsa bir sorun yok: a, a’y1 bdler ve teoremimiz kanitlanmis olur (a bir asala
(kendisine!) boliiniir.)

Eger a asal degilse, a’y1 bolen ve 1 < b < a esitsizliklerini saglayan bir b vardir. Eger
b asalsa bir sorun yok: b, a’y1 boler ve teoremimiz kanitlanmis olur.

Eger b asal degilse, b’yi (ve dolayisiyla a’y1 da) bdlen ve 1 < ¢ < b esitsizliklerini
saglayan bir ¢ vardir. Eger ¢ asalsa bir sorun yok: ¢, a’y1 boler ve teoremimiz kanitlanmig
olur.

3 Bu yazida, “say1” sdzciigiinii, 0, 1, 2, 3 gibi “dogal sayilar” i¢in kullanacagiz.



Eger ¢ asal degilse, c’yi (ve dolayisiyla a’y1 da) bolen ve 1 < d < ¢ esitsizliklerini
saglayan bir d vardir. Eger d asalsa bir sorun yok: d, a’y1 boler ve teoremimiz kanitlanmig
olur.

Eger d asal degilse.......

Nereye dek gidebiliriz? Bulacagimiz her say1 bir dncekinden kiigiik ve 1’den biiyiik
oldugundan sonsuza dek bunu bdyle siirdiiremeyiz. Bir zaman sonra durmaliyiz, yani bir
zaman sonra a’y1 bdlen bir asal buluruz. Teoremimiz kanitlanmistir. []

Birazdan yukarda giizelliginden s6zettigimiz Oklid Teoremini kanitlayacagiz: Sonsuz
tane asal say vardir. Aym yontemle baska sonuglar da ¢ikaracagiz. 11k 6nce biraz ilkokul
aritmetigi yapalim.

Eger a ve b sayilar1 n’ye bdliiniiyorsa, bu iki sayinin toplami da n’ye boliiniir.
Ornegin hem 78, hem 66 iice boliindiigiinden, 78 + 66 da, yani 144 de, iige boliiniir.

Ote yandan eger @ ve b sayiarindan yalmizca biri n’ye béliiniiyor, obiirii
boliinmiiyorsa, bu iki saymin toplami n’ye boliinmez. Ornegin 78 iice boliiniir, 67
boliinmez. Dolayisiyla 78 + 67 lice boliinmez.

Bir iist paragraftaki b’yi 1 olarak alirsak, a’y1 bolen 1’den biiyiik bir saymin a + 1’
bolemeyecegi ¢ikar. Demek ki a ve a+1 sayilarinin 1°den bagka ortak bdleni yoktur.

Hem ikiye, hem de lige boliinen bir sayiya 1 eklersek, elde ettigimiz say1 ne ikiye ne
de tice boliiniir. Bunun gibi, 2 x 3 x 4 x 5 x 6 x 7, yani 5040, 2’ye, 3’¢, 4’¢, 5’e, 6’ya, 7’ye
boliiniir, ama bu sayiya 1 ekleyerek elde ettigimiz 5041, bunlardan higbirine boliinmez.

Ayni sey a ve a — 1 sayilari igin de gecerlidir. Ornegin, 5040’1 bélen 1’den biiyiik
hicbir say1 5039’u bolemez.

5039 ve 5041 sayilarinm 7 ve 7°den kiigiik higbir asala béliinmediklerini gordiik. Ote
yandan, Teorem 1’e gore, bu sayilardan herbiri bir asala boliinmeli. Demek ki 7°den biiytik
bir asal vardir. Bunun gibi 2’yle 11 arasindaki sayilarin ¢arpimina 1 eklersek, elde edilen
say1 bir asala boliinlir ve bu asal 11’den biiylik olmak zorundadir. Bu akil yiiritmeyi
genellestirecegiz:

Teorem 2. Sonsuz tane asal sayt vardir.

Kamit: » > 1 herhangi bir say1 olsun. 2’den n’ye kadar biitlin sayilar1 birbiriyle
carpalim: 2 x 3 x ... x (n—2) x (n—1) x n. Kocaman bir say1 elde ettik. Bu say1 n! olarak
simgelenir. n/ sayist n + 1’den kiiclik biitiin sayilara boliiniir elbet, ¢iinkii »/ bu sayilarin
carpimi. Demek ki n! + 1 sayis1 1’le n arasindaki higbir sayitya boliinemez. Ote yandan,
Teorem 1’e gore n! + 1 sayisi bir asala boliinmeli. Demek ki #’den biiyiik bir asal vardir.

Ne bulduk? Her sayidan biiyiik bir asal bulduk. Dolayisiyla sonsuz tane asal vardir,
ciinkii her asaldan biiyiik bir baska asal vardir. Ikinci teorem kanitlanmistir. [

Ne denli yalin bir kanit degil mi? Ve sasirtict. Su nedenden sasirtict: Kanit, »’den
sonra gelen ilk asali bulmuyor; yalnizca n’den biiylik bir asalin varligi kanitlantyor.
Ornegin 1 milyondan biiyiik bir asal vardir. Hangi asal? Yanit yok! Kanit, hangi asalm 1
milyondan biiyiik oldugunu gostermiyor. “Oyle bir asal var’” demekle yetiniyor.

Aslinda kanitimiz n’den bliylik asallar iizerine hi¢ de bilgi vermiyor degil. En
azindan, her n i¢in, n < p < n! + 1 esitsizliklerini saglayan bir p asalinin oldugunu
kanitliyor.



Teorem 3. Her n> 1 icin, n <p < n! + 1 esitsizliklerini saglayan bir asal vardir. [

Hangi n asal bir sayilar1 i¢in n! + 1 asaldir? Bence bu pek ilging bir soru degil ama,
meraklilar boyle sorular soruyorlar. Yanit bilinmiyor. 1987°de H. Dubner, n = 13649 igin,
ki bu asal bir sayidir, 5862 basamakli n! + 1 sayisinin asal oldugunu gosterdi.

Yukardaki teoeremde, n! + 1 sayisin1 biraz daha kiigiiltebiliriz. Teorem 2’nin
kanitinin hemen hemen aynisi, n! yerine, n’den kiigilk ya da esit asallarin ¢arpimini
alabilecegimizi gosteriyor. Ornegin, n = 29 ise,

29 < p <2x3x5xTx11x13x17x19x23%29 + 1
esitsizligini saglayan bir asal vardir.

Biitlin bunlar akla bir bagka soru getiriyor. Ardarda gelen, 6rnegin, her bin sayidan en
az biri asal midir? Bagka bir deyisle, » herhangi bir sayiysa,

n+1l,n+2,n+3,..,n+1000
sayilarindan biri asal midir?

Bu soruyu yanitlamak i¢in yeterli bilgiye sahibiz. Yanit olumsuzdur. Yanitin olumsuz
oldugunu kanitlayalim.

Bir 6rnekle baglayalim. 7! =2 x 3 x4 x 5 x 6 x 7, yani 5040, 2’ye, 3’e, 4’¢, 5’¢, 6’ya
ve 7’ye boliiniir. Dolayisiyla

5042, 2’ye
5043, 3’
5044, 4’¢
5045, 5’e
5046, 6’ya
5047, T’ye
boliiniir ve bu sayilardan higbiri asal olamaz. Bunun gibi, asagidaki bin say1,
1001! +2,1001! + 3, ..., 1001! + 1001
sirastyla 2’ye, 3’e, ..., 1001°e bolintirler ve higbiri asal olamaz. Bu yaptigimizi
genellestirmek isten bile degildir:

Teorem 4. Ardarda gelen her n sayidan birinin mutlaka asal oldugu bir n yoktur. [

Asallarla ilgili bir bagka soruya gecelim. Sayilar ii¢ kiimeye ayirabiliriz:

A kiimesi = {3’e boliinen sayilar }

B kiimesi = {3’e boliindiigiinde kalanin 1 oldugu sayilar}

C kiimesi = {3’e boliindiiglinde kalanin 2 oldugu sayilar}

Yani,
A=1{3,69,12,15,18,...}
B=1{4,7,10,13,16,19,...}
C=1{5,.8,11,14,17,20,...}

B kiimesinden herhangi iki sayr alalim: n; ve n,. Bu sayilar 3’e boliindiigiinde 1
kaliyor. Dolayisiyla n; = 3¢, + 1 ve n, = 3¢, + 1 olarak yazabiliriz. Simdi n; ve ny’yi
birbiriyle carpalim:

mnz = (3q1+1)(3¢211) = 99192 + 3q113q> +1 = 3(3q192tq11¢2) 1



Dolayisiyla n;n, sayis1 3’e bolindiigiinde 1 kalir. Ne kanitladik? B kiimesindeki
sayilarin ¢arpimlarinin gene B kiimesinde oldugunu kanitladik. Bunu kullanarak asagidaki
teoremi kanitlayacagiz:

Teorem 5. C kiimesinde sonsuz tane asal vardir.

Kamt: C kiimesindeki bir say1, 4 kiimesindeki bir sayiya boliinemez, ¢linkii A4
kiimesindeki sayilar 3’e boliiniiyor, oysa C kiimesindekiler 3’e bdliinmiiyorlar. Demek ki C
kiimesindeki bir sayiy1 bolen sayilar B ve C kiimesinde olmalidir. Ama hepsi birden B’de
olamaz, ciinkli B’nin 6geleri kendileriyle ¢arpildiginda gene B’den bir say1 verir. Demek ki
C kiimesinin her sayisi, gene C kiimesinden bir asala boliintir.

Simdi n > 3 herhangi bir sayi1 olsun. n! — 1 sayisini ele alalim. Bu sayiya x diyelim. x,
C’dedir, ¢ilinkii, x = (n! — 3) + 2 olarak yazilabilir ve n! — 3 {ige boliinlir. Demek ki C
kiimesinde x’i bdlen bir asal vardir. Ote yandan x’i bdlen sayilar n’den biiyiiktiir elbet. Ne
kanitladik? » kag olursa olsun, C kiimesinde »’den biiyiik bir asal vardir. Yani C’de sonsuz
tane asal vardir. []

Okur buna benzer bir kanitla asagidaki teoremi kanitlayabilir:
Teorem 6. 4’e boliindiigiinde kalani 3 olan sonsuz tane asal vardir.

18. ylizyilin sonlarina dogru, Fransiz matematik¢isi Legendre (1752—-1833) son iki
teoremi genellestirmek istedi. Su soruyu sordu:

Soru. a ve b, I’den baska ortak boleni olmayan iki sayr olsun. ax+b bigiminde
vazilan sonsuz tane asal var midwr?

Teorem 5’ten a = 3, b = 2 i¢in, Teorem 6’dan da a = 4, b = 3 i¢in yanitin olumlu
oldugu anlasiliyor. Legendre bu soruyu genel olarak yanitlamak istedi. Ornegin 25x + 6
biciminde yazilan sonsuz tane asal var midir? Eger x = 1 ise 31 buluruz ki, 31 asaldir. Eger
x = 2, 3, 4 ise, sirasiyla 56, 81, 106 buluruz ve bunlardan higbiri asal degildir. x = 5
oldugunda 131 ¢ikar ve 131 asaldir.

Legendre sorunun yanitinin olumlu oldugundan hi¢ kusku duymadi, ancak
kanitlamakta giigliik cekti. 1785°te defterine “bunu bilimsel olarak kanitlamali” diye not
diismiis. On dort yil sonra, 1798°de, “dogrulugundan kusku duymamaliy1z” diye yazmis.
Sonra da kanitlamaya calismis. Basaramadan... Ikinci denemesini Sayillar Kuramm adli
kitabina aldigin1 biliyoruz [26]. Ama bu denemesi de yanlis. Kanitin yanligliginin ne zaman
anlagildigin1 bilmiyorum. 1837°de, meslektasi Legendre gibi Fransiz olan G. L. Dirichlet
(1805—-1859) teoremi dogru olarak kanitlad [8]:

Teorem 7. a ve b ortak béleni olmayan iki dogal sayrysa, ax+b bigiminde yazilan
sonsuz tane asal sayr vardir.

Dirichlet’nin yonteminden bir baska teorem daha elde edilebilir:



Teorem 8. a, b ve ¢ ortak béleni olmayan ii¢ pozitif dogal sayt olsunlar. ax’ + bxy +
¢y’ bi¢iminde yazilan sonsuz tane asal vardur.

Sadece ve sadece asal sayilar1 ve her asal sayiy1 veren bir formiil var midir? Genel
olarak sanilamin tersine bdyle bir formiil vardir. Oyle bir formiil vardir ki, bu formiille
yalniz ve yalniz asal sayilar elde edilir ve her asal say1 bu formiille elde edilir. Oldukca
kolay bir formiildiir bu. Iste formiil:

n ve m herhangi iki dogal say1 olsun.

k=mn+1)—(n!+1)
olarak tanimlansin. Simdi,
p = Hata! + 2
her n ve m sayist igin asaldir! Ayrica her asal say1 bu bigimde elde edilebilir.

Bu formiille sik sik 2 elde ederiz, ama 2 disindaki her asal say1 bu formiille ancak bir
kez, yani bir tek n ve m degerleri i¢in elde edilebilir.

Eger k* — 1 > 0 ise, yukardaki formiil hep p = 2 verir. Ama k* — 1 < 0 ise, yani £ < 1
ise, yani k* = 0 ise, yani k = 0 ise, yani m(n + 1) — (n! + 1) = 0 ise, yani,

m = Hata!
ise, yukardaki formiil p = n + 1 verir. Bu sayi1 asaldir, ¢linkii Wilson’in iinlii teoremine
gore, m’nin tamsay1 olabilmesi i¢in, yani n + 1’in n! + 1’1 bolebilmesi i¢in, n + 1’in asal
olmasi gerekmektedir.

Ornegin, n =2 ve m = 1 ise, p = 3 bulunur. Eger n =4 ve m = 5 ise, p = 5 bulunur.
Eger, n = 6 ve m = 103 ise, p = 7 bulunur. Gelecek asali, yani 11’1 bulmak i¢in, yani p = 11
¢ikmasi i¢in, #»’nin 10 olmasi, m’nin de

Hata!
yani 329.891 olmasi gerekmektedir. Hangi n ve m sayilar1 i¢in p = 13 bulunacagini okur
kolaylikla bulabilir.

Hardy ve Wright, bir o = 1,9287800... sayist i¢in,
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fin)=|2%

sayisinn (n tane 2 var) bir asal oldugunu gésterdiler [47]". Omegin A1) = 3, A2) = 13,
f(3) = 16381. f{4)’ii hesaplamak zor, basamak sayis1 5000 civarinda. Ote yandan, o sayisini
belirlemek icin, asal sayilar1 bilmek gerektiginden, bu formiil pek ise yaramaz. Gene de
Oyle bir ® sayisiin varligi ilging.

Her asal1 veren bir formiil var ama, her asali veren bir polinomun’ olmadig: biliniyor.
Eger katsayilar1 tamsayi olan her polinomun sonsuz tane asal olmayan say1 verdigi bilinir.

1772°de Euler, n* + n + 41 polinomunun n = 0,1,2,...,39 i¢in asal sayilar verdigini
buldu. Ancak bu polinom 7 =40 i¢in 41 e boliiniir ve asal degildir.

Fermat sayilar1 iizerine bir teorem kanitlayacagimiza sozvermistik. Sozimiizii
tutuyoruz:

Teorem 9. Eger a = 2" biciminde yazilamazsa, 2° + 1 asal olamaz.

4 [48]’de bu teoremin 6zet kanitini bulabilirsiniz.

5 x ve x’in katlarni toplayarak ve ¢ikartarak elde edilen terimlere polinom denir.



Kamt: Once sunu belleyelim: x herhangi bir say1 ve a > 1 bir tek sayiysa, x* + 1
sayisi asal olamaz, ¢iinkii x + 1’e boliintir. Soyle boliiniir:

XA 1=tD)E =X o L —x+ 1)

Simdi @’nin bir tek sayiya bolindiigiinii varsayalim. 2“ + 1’in asal olamayacagini
kanitlamak istiyoruz. a’y1 bolen tek sayiya m diyelim. Demek ki @ = nm ve m bir tek say1. x
= 2" olsun. Kiigiik bir hesap yapalim:

29+ 1=2""+1=2""+1=x"+1.
m tek oldugundan, ilk paragrafta gordiigiimiiz gibi, x + 1, x” + 1’i boler. Yani x + 1, 2+
1’1 boler.

Demek ki a bir tek sayiya boliiniiyorsa, 2° + 1 asal olamaz. Dolayisiyla a, 2 nin bir

kat1 olmali. [

Asallar tizerine bildiklerimiz bilmediklerimizin yaninda hi¢ kalir. Bildiklerimiz
arasindan en 6nemlilerinden biri Fermat’nin Kii¢iik Teoremi adiyla anilan su teoremdir:

Teorem 10. (Fermat’nin Kiigiik Teoremi.) n bir sayiysa ve p asalsa, p, n” — n sayisini
béler. Dolayisiyla eger p, n’yi bolmiiyorsa, n?'=1’i béler.

Bu teorem, n iizerine tiimevarimla kolaylikla kamtlanabilir. Omegin 23, 2%-2
sayisin1 boler, ¢iinkii 23 asaldir. 23, 2’yi bolmediginden, 23, 2**~1 sayisini da béler. Bunun
tersi dogru mudur? Yani p > 1 bir sayiysa ve p, 27! — 1’i béliiyorsa, p asal midir? Eski
Cinliler de bu soruyu sormuslar ve yaptiklari hesaplarda p hep asal ¢cikmistir. Gergekten de
1 < p <300 i¢in bu dogrudur. Ote yandan p = 341 = 11 x 31 i¢cin dogru degildir: 341 asal
olmamasina karsimn 2*** — 1°i béler. Demek ki Cinliler yanilmuslar. Bir iki deney yaparak
matematiksel bir gercek bulunmaz. Kanit gerekir. [11]

Eger p, 2’ — 2’yi béliiyorsa ve asal degilse, p’ye yalanci asal ad1 verilir. Ornegin 341
bir yalanci asaldir®. 561, 645, 1105, 1387, 1729, 1905 de yalanci asallardir. Kag tane
yalanci asal vardir? Sonsuz tane vardir, ¢iinkii eger p bir yalanci asalsa, 2°—1 de bir yalanci
asaldir. Okur bunu alistirma olarak kanitlayabilir. Demek ki 2°*' — 1 bir yalanci asaldir.

Her p igin, 2° — 1 tek bir sayidir. Dolayisiyla yukardaki yontemle bulunan yalanci
asallar hep tektirler. Bundan da su “dogal” soru c¢ikar: ¢ift yalanci asal var midir? Evet!
1950°de D.H. Lehmer 161.038’in bir yalanci asal oldugunu kanitladi. 161.038 sayisin
bulmak kolay degil ama, bu saymin yalanci asalligint kanitlamak olduk¢a kolay.
Kanitlayahm. 161.038%in 2" — 2°yi boldiigiinii kanitlamak istiyoruz. Once 161.038’i
asallarina ayrralim: 161.038 = 2 x 73 x 1103. Demek ki 73 ve 1103%in a : = 2'°%7_1*j
béldiigiinii kanitlamaliyiz. 161.037’yi asallarina ayiralim: 161.037 = 3% x 29 x 617 = 9 x b.
Burda b =29 x 617 olarak aldik elbet. Eger ¢ = 2° ise, bundan da su cikar: a = QIOL037 _ ) =
(2°) =1 =¢"— 1. Demek ki ¢ — 1, yani 2° — 1, yani 511, yani 7 x 73, a’y1 béliiyormus.
Dolayistyla 73 de a’y1 boliiyordur. Simdi sira 1103’{in a’y1 boldiigiini kanitlamakta. Ayni
akil yiiriitmeyi yapacagiz. d : = 3> x 617 ve e = 2*° olsun. Hesaplayalm: a = 2'%'%7 _ | =
2%~ 1=¢"- 1. Demek ki

e—1=1103 x 486.737,
a’y1 boliiyormus. Kanitimiz bitmistir.

6 341’in yalanc asal oldugu 1819°da Sarrus tarafindan bulunmustur.



1951°de N.W.H. Beeger sonsuz tane ¢ift yalanci asal oldugunu kanitladi.

Eger p > 1, her n igin n ¥ — n’yi boliiyorsa ve asal degilse, p’ye ¢ok yalanci asal adi
verilir. Cok yalanci asal say1 var midir? Evet. En kiigiik ¢cok yalanci asal say1 561°dir. 561 =
3 x 11 x 17 oldugundan 561 asal degildir. Ote yandan, 561, her n icin a**'-561°1 béler.
Bunu da kanitlamak oldukca kolaydir. Kanit i¢in okur [23] e bakabilir.

Fermat’nin Kii¢iik Teoremi’'ne gore, eger p asalsa,

177 0t (-1
sayilar1 p’ye boliindiigiinde 1 kalir. Dolayisiyla bu p—1 saymnin toplami olan
1L 227+ (oD
sayis1 p’ye boliindiiglinde kalan p — 1°dir. Bunun tersi de dogru mudur? Yani » herhangi
bir sayiysa ve
"'+ 2+ =D
sayis1 n’ye boliindiigiinde kalan n — 1 ise, n asal midir? 1950°de Bedocchi adinda bir
matematik¢i 1985°de yanitin n < 10'7% i¢in “evet” oldugunu gosterdi. Genel sorunun yaniti
bugiin de bilinmiyor:

Soru: n herhangi bir sayysa ve 1" '+2" '+ _+(m-1)"" sayisi n’ye boliindiigiinde
kalan n — 1 ise, n asal midir?

Gergek asallara geri donelim. Wilson Teoremi, hemen hemen Fermat’nin Kiigiik
Teoremi kadar 6nemlidir:

Teorem 11. Eger p asalsa, p, (p — 1)! + 1°i béler.

Asallar {izerine yanit1 bilinmeyen bir bagka soru geceyim. Goldbach, bir mektubunda
asagidaki soruyu Euler’e sordu (1972):

Goldbach Samsi (1): 5 'ten biiyiik her sayi ti¢ asalin toplamina egittir.

Euler, Goldbach’a sorunun yanitim1 bilmedigini, ama sorunun asagidaki soruyla
esdeger oldugunu yazdi:

Goldbach Samisi1 (2): 4’ten biiyiik her ¢ift say iki asalin toplamidir.

Ornegin,
4=2+2
6=3+3
8=3+5
10 =3+7=5+5
12 =5+7
14 =3+11=7+7
16 =3+13=5+11
18 =5+13="7+11
20=3+17="7+13
22=3+19=5+17=11+11
24=5+19=7+17=11+13
26=3+23=7+19=13+13



Yiiz milyondan kiigiik sayilar i¢in Goldbach sanisinin dogru oldugu biliniyor.
Onermenin her say1 i¢in dogru oldugu bilinmiyor, ancak dogru oldugu saniliyor. Bu saniy1
kanitlayabilirseniz 6liimsiizler arasinda yerinizi alirsiniz.

Asal sayilar iizerine dahaca ¢oziilememis bir bagka tinlii san1 vardir:

ikiz Asallar Samsi: Sonsuz tane ikiz asal sayr vardir.

Eger iki asal saymin arasindaki fark 2 ise, bu iki asal sayiya ikiz denir. Ornegin, (3,5),
(5,7), (11,13), (17,19), (29,31), (41,43) ikiz asal sayilardir. Sonsuz tane ikiz asalin olup
olmadig1 bilinmiyor. “Bilinse ne olur, bilinmese ne olur?” demeyin. Yanit1 bilinmeyen her
soru ilgingtir, {izerinde diisinmeye deger. Insan yalmzca “diisiinen hayvan” degildir,
nedenli nedensiz diisiinen hayvandir.

1966°da, sonsuz tane asal p sayisi i¢in, p + 2 sayisinin ya asal ya da iki asalin ¢arpimi
oldugu kanitlandi.

Bilinen en biiylik ikiz asallar 1.706.595 x 211235 4 asallaridir, 1990’da Parady, Smith
ve Zarantonello bulmustur.

Ucgiiz asal var midir? (3,5,7)’den baska yoktur. Okur bunu kolaylikla kanitlayabilir.
Bir ipucu verelim: eger n bir tamsayiysa, n, n+2, n+4 sayilarindan biri 3’e boliiniir.

Yukarda sonsuz tane asal saymin oldugunu goérdiik. Gene de o kadar fazla asal say1
yoktur. Ornegin, ¢ift sayilar (2 disinda) asal olamayacaklarindan, sayilarin “yarisindan
fazlas1” asal degildir. 1’le n arasindan rastgele bir say1 segsek, bu saymin asal olma olasilig
kactir? Bu olasilik n’ye gore degisir elbet. Eger n = 100 ise, bu olasiligin 1/4 oldugunu
yazinin en basinda gérmiistiik.

Eger n bir tamsayiysa, n(n), n’den kiigiik asallarin sayis1 olsun. m(n)/n, n’den kiigiik
rastgele secilmis bir sayinin asal olma olasiligidir. # sonsuza gittiginde, bu olasiligin degeri
kactir? Okur, n biiyiidiik¢e, asal segme olasiliginin da kiigiilecegini ve n sonsuza gittiginde
bu olasiligin 0’a yakinsayacagini tahmin edebilir. Bu tahmin dogrudur’:

lim,,—,, m(n)/n = 0.

Bundan ¢ok daha iyi bir sonug¢ bilinmektedir. n(n)/n ve 1/log(n), n biiylidiikge
birbirlerine ¢ok yakinsamaktadirlar®. Baska bir deyisle, eger n biiyiikse, m(n) asag1 yukar
n/log(n) dur, yani n(n) = n/log(n). Bu sonuca Asal Sayilar Teoremi ad1 verilir.

Asal sayilar son derece ilging bir konudur. Asal sayilar konusunda bilgilenmek
isteyen okur [33] ve [40]’a bakabilir. Hele Euler’in sonsuz tane asal saymin oldugunu (bir
kez daha) kanitlayan bir kanit1 vardir ki...

7 [44]’teki “Gergekten Asal Var m1” yazisinda bu limitin 0 oldugu kanitlanmustr.

8 Buradaki log, ¢ temelindeki logaritmadir.



