Bahce Sorusu
Ali Nesin

1. Giris. Daire biciminde bir bah¢eye, merkezden baslayarak, birer metre araliklarla yatay

ve dikey siralanms fidan dikmeyi diisiiniiyoruz. Iste bahcemizi ve fidanlar1 dikecegimiz yerleri

. . 1
gbsteren bir resim :

Bahcenin merkezine fidan dikmeyecegiz. Soru su: Bahgenin
merkezinden baktigimizda bahgenin disindaki herhangi bir noktay:
gorebilir miyiz?

Yanit, bahgenin biiyiikliigiine ve fidanlarin kalinligina gore degisir
elbet. Eger bahce kiiclikse ve fidanlar inceyse, merkezden belli bir yone
bakarak bahgenin disindaki bir noktay1 gorebiliriz. Ama ilk sekildeki
gibi bahce biiyilkse ve fidanlar kalinsa, fidanlar bahcenin disini
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gérmemizi engeller.

O zaman sorumuzu biraz daha belirleyelim. Bahgemizin yaricap1
50 metre olsun. Fidanlarimizin da yarigap1 2 santimetreden biraz biiyiik
olsun, diyelim 2,01 santimetre. Bu odlgiilerle, bah¢enin merkezinden
bakildiginda bahgenin dis1 gortiliir mii?

Fidanlar her metreye dikileceginden fidanlarin yarigap1 oldukga
kiiciik sayilir. Bu ylizden bahgenin disinin goriilecegi sanilabilir. Bunun
dogru olmadigin1 gorecegiz (fidanlar kiigiik ama bahge biiyiik!)

Bu somut problemin yaniti soyut problemlerin yanitini
gerektirecek. Geometrik Sayillar Kurami adi verilen konuda bir iki teorem kanitlayacagiz.
Geometrik Sayilar Kurami, adindan da anlasilacagi tlizere, hem geometriyi hem de sayilar
ilgilendiren ¢ok giizel bir konudur. On dokuzuncu yiizyilda, Hermann Minkowski (1864—1909)
adli Litvanyali matematik¢i tarafindan gelistirilmistir ilk olarak. Yani olduk¢a yeni bir konu
sayilir.

2. Onbilgi. Teoremlerimizi kanitlamak i¢in okurun pek yabanci olmadigimi sandigim birkag
tanim ve olguya gereksiniyoruz.

2.1. Eksenleri ¢izilmis bir diizlemde herhangi bir (x, y) noktas1 alalim. Bu noktanin merkeze
gore simetriginin koordinatlari, asagidaki sekilden de anlasilacag: gibi, (—x, —y)’dir.
4y Merkezdeki (0, 0) noktasina O noktas1 diyecegiz.
2.2. Diizlemde bir bolge alalim. Eger bu bdlgenin her
L — (X.7) iki noktas1 arasindaki dogru pargast diizlemin igine
diisiiyorsa, bolgeye icbiikey ad1 verilir. Ornegin
T > asagida soldaki bolge i¢biikeydir. Sagdakiyse icbiikey

degildir.

' Bu yazi, [8]’deki bir yazidan uyarlanmistir. ingilizce bilen okurlara bu harika popiiler matematik kitabin
Oneririm.



Ciinkii  sagdaki
sekilde, sol {ist ve
sol alttan iki nokta
alirsak, bu noktalar
arasindaki  dogru
pargast  bdlgenin
disina tasar.

2.3. Diizlemde iki (x, y1) ve (x2, 1») noktasi alalim. Bu iki noktanin tam ortasindaki nokta
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Eger (x1,y1) ve (x2,») noktalar1 igbiikey bir bolgedeyse, bu iki noktanin ortasindaki

(xl 42- X ) N ;yZ jnoktaSl da ayn1 bolgededir.

2.4. Gene diizlemde bir bolge alalim. Eger, bolgedeki her (x,y) noktast i¢in, (—x,—y) noktasi
da bolgedeyse, bolgeye O’ya gore simetrik (bakisik) denir. Ornegin asagidaki bolge O’ya gore

simetriktir:

Asagidaki bolge O’ya gore simetrik degildir:
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2.5. Koordinatlar1 tam say1 olan noktalara tamnokta admi verecegim. Ornegin, (0, 0), (3,
5), (-2, 4), (3, 0) noktalar1 tamnoktalardir. (1/2, 7) noktas1 bir tamnokta degildir. Birka¢ tamnokta
gosterelim (Tamnoktalar, dogrularin kesisim noktalaridir):
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Fidanlarimiz1 bahg¢enin tamnoktalarina dikecegimize okurun dikkatini ¢cekerim.
Artik geometrik sayilar kuraminin ilgilendigi sorulara gegebiliriz.

3. Blichfeldt Onsavi. Diizlemde bir bélge ele alalim. Eger bolgenin alani sifirdan biiyiikse,
bu bolgeyi saga, sola, yukari, asagi, belli bir yone dogru iteleyerek (dondiirme yok, tek yasal
hamle iteleme), bolgeyl icine bir tamnokta gelebilecek bir konuma getirebiliriz:
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Yine ayni yontemle, yani iteleyerek, bolgemizin i¢ine 2
tamnokta sokabilir miyiz?

Eger bolgenin alani kiigiikse, nereye itelersek iteleyelim
icine iki tane tamnokta girecek bir konuma getiremeyiz elbet.
Ornegin, eger bolgemiz kiiciiciik bir daireyse, diyelim 1/4
yarigapli, o zaman bolgeyi nereye itelersek iteleyelim igine iki
tane tamnokta diisliremeyiz.

Peki, belli bir yone dogru iteleyerek icine iki tane

tamnokta diislirebilmemiz igin bdlgenin alani en az kag¢ olmalidir? Eger bolgenin alani 1’den
biiyiikse bolgeyi iteleyerek icine iki tamnokta sokabiliriz. Birazdan bunu kanitlayacagiz.
Bolgenin bigimi ne olursa olsun... Yeter ki alan1 1’den biiyiik olsun...

Simdi daha zor bir soru soralim. Bolgenin igine (her zamanki gibi iteleyerek) 3 tamnokta
sokabilmemiz i¢in, bolgenin alani en az ka¢ olmalidir? Eger alan 2’den biiyiikse, bolgeyi belli bir
yone dogru iteleyerek, bolgenin igine en az 3 tane tamnokta sokabilecegimizi kanitlayacagiz
birazdan. Bolgenin bicimi ne olursa olsun... Ister yuvarlak, ister kare, ister upuzun bir dikdértgen,
ister yilan gibi k1V1r kivir olsun... Yeter ki alan1 2’den biiyiik olsun.
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Genel olarak, eger bolgemizin alant n’den biiylikse,
iteleyerek (dondiirmeye gerek yok) ig¢ine n + 1 tane tamnokta
girecek konuma getirebiliriz. Bu, simdilik bir san1. Matematiksel
kesinlikle kanitlayamadigimiz siirece de bir san1 olarak kalacak.
Neyse ki Blichfeldt adli bir Amerikan matematik¢i bu saniyi
kanitlamus.

Blichfeldt Onsavi: Alani n’den biiyiik olan bir bélge

itelenerek icine n + 1 tane tamnokta sokulabilir.

Kamt: Ilk olarak tamnoktalardan gegen yatay ve dikey dogrulari cizelim. Sonra da
bdlgemizi bir renge boyayalim, drnegin kirmiziya:
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Boya degmis kareleri keselim ve bu kareleri dondiirmeden {istiiste yigalim:

[
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Kareleri ustiiste yigarken kareleri dondirmemeye o6zellikle dikkat
edelim. Yani kareleri yerlerinden kaldirip iistiiste yigarken karelerin yoniini
degistirmeyelim. Ustiiste konmus bir y1gin kare elde ettik. Her karenin bir
boliimii boyanmig, bir boliimii boyanmamis. Boyanmig bdliimlerin toplam
alaninin »n’den biiyiik oldugunu biliyoruz, ¢ilinkii bdlgemizin alani »’den
biiyiiktii.

Bu kare y1ginini yukardan asagiya dogru bir tigla delelim.

Bu t1g her kareyi bir noktadan delecek. Tigin herhangi bir kareyi
deldigi nokta boyanmis da olabilir, boyanmamis da. Tig ka¢ boyanmis
noktadan gecebilir? Hi¢ boyanmis noktadan ge¢meyebilir, bir tek boyanmis
noktadan gecebilir, iki boyanmis noktadan gegebilir... Tig1 soktugumuz yere
gore degisir bu say1.

Bir sav ortaya atiyorum: Tigr dyle bir yerden gegcirebiliriz ki, tig en
az n + 1 tane boyah nokta deler.

Kanitlamam gerek bu savimi. Kanitlayayim. Diyelim savim yanlis.
Yani diyelim ki, t1§ nerden gecirilirse geg¢irilsin, en fazla n tane boyali nokta
deler. Bu varsayimdan bir sagmalik, bir celiski ¢ikaracagim ve bdylece
savimi kamtlamis olacagim. En alttaki kareyi ele alalim. Obiir karelerin
boyalarnin bu en alttaki karenin istiine kat kat siiriilmiis oldugunu
varsayalim bir an. Ornegin, en alttaki karenin bir noktasinim iistiinde 6 tane
boyalt nokta varsa, o en alttaki noktanin 6 kat boyanmis oldugunu
varsayalim. Boylece en alttaki karenin her noktasini iistiine birkac kat boya

cekilmis bir nokta olarak gorebiliriz. Ustiiste en fazla n tane boyali nokta oldugunu
varsaydigimizdan, en alttaki karenin her noktasina en fazla n kat boya ¢ekilmis oldugu anlasilir.
En alttaki karenin alani 1 oldugundan ve her noktaya en fazla n kat boya ¢ekildiginden, toplam
stiriilen boya alaninin en fazla n oldugu ¢ikar. Oysa boyali alanimiz »’den biiyiiktii. Bir ¢eliski
elde ettik ve savimiz kanitlanmis oldu.

Blichfeldt’in 6nsavinin kanitina geri donelim.

Simdi, tigimiz1 en az n + 1 boyali noktayr delecek bicimde gecirelim. Tigimiz her karede
bir delik agacak. Bu agilan deliklerin en az n + 1 tanesi boyali noktalardan olusuyor. Simdi
karelerimizi eski yerlerine yerlestirelim. Kareleri dondiirmedigimizden, eski sekli yeniden elde
ettik, aradaki tek ayrim, karelerde bulunan delikler:



Bu deliklerin yerlerine dikkat ederseniz, aynen
tamnoktalar gibi  yerlestirildiklerini  goriirstiniiz.  Simdi
bolgemizi, bu deliklerden herhangi birinin herhangi bir
tamnokta lizerine gelecek bigimde itelersek, bolgemizin i¢ine en
az n + 1 tane tamnokta girdigini goriiriiz.

Boylece Blichfeldt Onsavi’n1 kanitlamis olduk.

T 4. Bir Sonu¢. Aslinda bize gereken yukarda
kamtladlglmlz onsavin yalnlzca 0zel bir durumu. Yukardaki 6nsavda n’yi 1 olarak alirsak, alan
1’den biiyiik olan bir bolgeyi iteleyerek icine iki tamnokta girebilecek konuma getirebilecegimiz
anlasilir. Bundan da su sonug ¢ikar:

Onsav. Alani 1 den biiyiik bir bolgenin icinde, koordinatlarinin farki da tamsay: olan en az
iki nokta vardir. Yani bolgenin icinde oyle (x,, y1) ve (xa, y2) noktalar: vardwr ki, x, — x; ve y, — y
birer tamsayidir.

5. Minkowski’nin Teoremi. Sira Minkowski’nin iinlii teoremini kanitlamaya geldi.
Goriildiigl gibi bahge problemini ¢cozmek pek kolay degil.

Minkowski Teoremi. Alani 4 ten biiyiik ve O’ya gore simetrik olan i¢biikey bir bolgede (0,
0)’dan, yani O’dan baska bir tamnokta daha vardur.

Kamt: Bolgemize B adim1 verelim. B bolgesini 1/2 dlgiitiinde merkeze dogru kiigtiltelim.
Elde ettigimiz bu yeni bolgeye C adin1 verelim. Iste B’yle C’nin resmi:

B’yle C’nin alanlar1 arasinda nasil bir iligki vardir? Eger B bir
dikdortgen olsaydi, C, B’nin boyutlarmin yaris1 kadar bir
dikdortgen olurdu, dolayisiyla C’nin alan1 B’nin alaninin dortte biri
olurdu. Eger B bir liggen olsaydi, gene ayni nedenden C’nin alani
B’nin alanimin dortte biri olurdu. Genel olarak, B’nin sekli ne olursa
olsun, C’nin alan1 B’nin alaninin dortte biridir. B’nin alaninin 4’ten
bliyiik oldugunu biliyoruz. Demek ki C’nin alan1 1’den biiyiiktiir.
Dolayisiyla C’ye Blichfeldt’in 6nsavinin sonucunu uygulayabiliriz:
C’de oyle (x1,y1) ve (x2,)2) noktalari vardir ki, x, — x; ve y, — y; birer tamsayidir.

B bolgesi O’ya gore simetrik oldugundan, C de O’ya gore simetriktir. Dolayistyla (—x1, —y1)
noktas1 da C’dedir.

B i¢biikey oldugundan C de i¢biikeydir. Demek ki, C’de bulundugunu bildigimiz (—x;, —1)

ve (x2, y2) noktalarinin tam ortasi olan (xz ;xl , 2 ;y 1 ] noktast da C’dedir. C’nin bu noktasina

B’de (x; — x1, y» — y1) noktasi tekabiil eder. x, — x; ve y, — y; tamsay1 olduklarindan bu son nokta
bir tamnoktadir. Buldugumuz bu tamnokta (0,0) noktasindan, yani merkezden degisiktir. Sonug
olarak B’de merkezden degisik bir tamnokta bulduk: (x—xi, y>—y1) noktasi. Minkowski’nin {inlii
teoremi de boylece kanitlanmis oldu.

6. Bahce Probleminin Co6ziimii. Simdi artik bahce problemine saldirabiliriz. Bahgemiz 50
metre yaricapl bir daire. Bahgenin merkezine O diyelim (Asagidaki sekle bakin.) Her fidanin
yarigapt 2 santimetreden, yani 1/50 metreden daha biiyiik. En kii¢lik fidanin ¢apina » diyelim.



Metreyle ifade edersek, » > 1/50 esitsizligini elde ederiz. Ote yandan » < 1 ¢iinkii fidanlarin
caplar1 1 metreden biiyiik olamaz (yoksa fidanlar birbirlerine toslarlar.) Simdi p, 1/50 < p <r
esitsizliklerini saglayan herhangi bir say1 olsun’. Ozet olarak,
1/50<p<r<l
esitsizlikleri gecerli. Bu esitsizlikleri aklimizda tutalim, birazdan gerekecekler.

Bahgenin sinirinda herhangi bir 4 noktasi alalim. Merkezden bakildiginda bu 4 noktasinin
goriinmedigini kanitlayacagim. Boylece problemimizi ¢6zmiis olacagiz.

B noktasi, OA dogrusuyla bahgemizin sinirimin kesistigi 6biir nokta olsun. 4 ve B
noktalarindan bahgemize birer teget ¢cikalim. Ve bu tegetlerin iistiinde bu noktalardan p uzaklikta
C, D, E ve F noktalar1 alalim.

CDEF  dikdortgenine  bakalim.  Bu

C dikdortgenin boyu bahgenin capina, yani 100’e

A esit. Eniyse 2p’ye esit. Demek ki CDEF

D dikdortgeninin alant 100 x 2p = 200p’dir. Ama p

> 1/50. Demek ki CDEF dikdortgeninin alani 200

F e x 1/50’den yani 4’ten daha biyik. CDEF

dikdortgeni icbiikey oldugundan ve O’ya gore

simetrik oldugundan, biraz 6nce kamtladigimiz

E Minkowski’nin teoremine gore, bu dikddrtgenin

icinde O’dan baska bir tamnokta daha vardir. Bu

tamnoktaya 7" adin1 verelim. 7°nin O’ya gore simetrigi de bir tamnoktadir; bu tamnoktaya da
T"adin1 verelim.

T noktas1 bahgenin i¢inde olabilir de olmayabilir de. Once 7"nin bahgenin i¢inde oldugunu

varsayalim. 7 bahcedeyse, 7" noktasi da bahgededir. Bu iki tamnoktaya birer fidan dikilecek.
CDEF’nin eni 2p oldugundan ve her fidanin cap1
p’den daha biiyiilk oldugundan, yukardaki sekilden de
A anlasilacag iizere, 7 ve 7" noktalarina dikilen fidan 4 ve B
noktalarinin merkezden goriinmesini engelleyecektir.
Simdi de 7"nin bahg¢ede olmadigini varsayalim.
5 Demek ki OT uzunlugu bahgenin yarigapindan, yani 50°den
daha biiyiik. Ote yandan 7 dikdortgenin i¢inde, dolayisiyla
OT uzunlugu OC’den daha kiiciik olmali. OAC dikiiggenine
bakalim. Pisagor teoremine gore,
OC? = 04> + AC* = 50* + p* < 2501.
Sonug olarak,
2500 < OT* < OC* <2501
esitsizliklerini elde ettik. 7 tamnoktasinin koordinatlarina x ve y diyelim. x ve y birer tamsayi.
Dolayisiyla, OT* = x* + y* de bir tamsay1. Demek ki OT%, 2500’den biiyiik ve 2501 den kiigiik bir
tamsay1! Boyle bir tamsay1 olmadigindan, 7" noktas1 bah¢enin i¢inde olmali.
Problemimizi ¢ozdiik: Bah¢enin digin1 goremeyiz.

2 p’yi (r + 1/50)/2 olarak alabiliriz dilersek.



