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yunlarimdan sikilan okurlardan — eger varsa — 6ziir dilerim. Ne yapalim ki ben

O oyun oynamay1 ¢ok severim.

Birinci Oyun. iki oyuncu sirayla zar atiyorlar. Ses (6) atan ilk oyuncu oyunu
kazaniyor. Ve oyun iki oyuncudan biri ses atana dek devam ediyor.

Bu oyunda oyuna baglayananin bir avantaji vardir. Yani birinci oyuncunun oyunu kazanma
olasilig1 1/2°den daha fazladir. ikinci oyuncunun da kazanma olasiligi 1/2’den azdir elbet.

Herhangi bir kusku olmamas: i¢in belirteyim: Oyunda bir zar var ve her oyuncu sirasi
geldiginde bir kez zar atiyor. Ve zar hilesiz... Ve kimse zar tutmuyor. Bir bagka deyisle, 1’den
6’ya kadar herhangi bir saymin (6rnegin 5’in) gelme olasilig1 1/6°dir. Ve elbette 7 gelme olasilig
stfirdir!

Hi¢ kimse ses atamazsa bu oyun sonsuza dek siirebilir, ama sonsuza dek kimseye ses
gelmeme olasiligr sifirdir. Yani bu oyun kuramsal olarak bitmezmis gibi goriinse de uygulamada
hep biter. Deneyin, oyunun hep bittigini géreceksiniz, higbir oyun sonsuza dek siirmeyecektir!
Ornegin, oyunun ilk on atista bitmeme olasihig 0,1615056...°dir, yani asag1 yukar yiizde 16’dur.
[k yirmi atista bitmeme olasilig1 yiizde 2,6°dan biraz fazla ve ilk 100 atigta bitmeme olasiligt
milyarda 12 civarindadir... Genel olarak, oyunun ilk » atista bitmeme olasihig (5/6)" dir.
Dolayisiyla oyunun sonsuza dek bitmeme olasiligi sifirdir’. Bir baska deyisle, 1 olasilikla (yani
yiizde yiiz bir kesinlikle) oyun sonlu bir zaman sonra bitecektir.

Birinci oyuncunun bu ses atma oyununu kazanma olasilig kagtir?

Birinci oyuncunun kazanma olasiligina a diyelim. Bu a sayisin1 hesaplamak istiyoruz.

Birinci oyuncu ilk
atisinda

1/6 olasilikla ses atar 5/6 olasilikla ses atamaz ve
ve oyunu kazanir sira ikinci oyuncuya gecer

Birinci oyuncu, kazanirsa, ya ilk atisinda kazanacaktir ya da daha sonraki atiglarinda.
Hesaplamak istedigimiz a olasiligi, birinci oyuncunun ilk atisinda kazanma olasiligiyla daha
sonra kazanma olasiliginin toplamidir. Birinci oyuncunun ilk atisinda kazanma olasiligi 1/6’dir
elbet. Peki ya daha sonra kazanma olasilig kagtir?

Birinci oyuncu, 5/6 olasilikla oyunu ilk atisinda kazanamaz ve sira ikinci oyuncuya geger.
Ikinci oyuncu, simdi oyunun birinci oyuncusu olmustur ve bu andan itibaren oyunu kazanma
olasiligr a’dir, demek ki bu andan itibaren oyunu kaybetme olasiligi 1-a’dir. Yani birinci
oyuncunun oyunu birinci atigtan sonra kazanma olasiligi

5/6 x (1-a)

1 Matematik ve Oyun adli kitabimdaki Yakinsamak adli yaziya bakiniz.



dir.
Hesaplamak istedigimiz a sayis1 1/6’yla 5/6x(1—-a) sayilarinin toplamidir:
a=1/6 + 5/6x(1-a).
Bu denklemi kolaylikla ¢6ziip a’y1 bulabiliriz:
a=6/11.
Gorildiigi gibi, a, 1/2’den biraz fazla.

Soruyu bir baska yontemle de ¢ozebiliriz. a, gene birinci oyuncunun kazanma olasilig
olsun. O zaman ikinci oyuncunun kazanma olasilig1 5a/6’dir (birinci oyuncu 5/6 olasilikla ilk
atisinda ses atamayacaktir ve ikinci oyuncu oyuna birinci oyuncuymus gibi devam edecektir.) Bu
iki olasiligin toplami 1 etmelidir (oyunu iki oyuncudan biri kazanmalidir.) Yani,

a+5a/6=1
olmalidir. Bu denklemi ¢6zerek gene (ve iyi ki!) a = 6/11 buluruz.
Bu sonug, sonsuz bir toplam hesaplanarak da elde edilebilir. Ama ne gerek var!

Ikinci Oyun. Ya ayni oyunu ii¢ oyuncu oynarsa? Birinci ve ikinci oyuncunun kazanma
olasiliklar1 kagtir? En ¢ok kazanma sansi olan birinci oyuncudur elbet. Ikinci oyuncunun
kazanma sans1 daha azdir. Hele {i¢iincli oyuncunun kazanma sansi daha da azdir.

Birinci oyuncunun kazanma olasiligi 1/3’ten fazla, {iglincii oyuncunun kazanma olasilig1
1/3’ten az olmali elbet. Ikinci oyuncunun kazanma olasihiginin 1/3 oldugunu diisiiniiyorsaniz
yaniliyorsunuz. Her nedense ikinci oyuncunun kazanma olasilig1 1/3’ten biraz daha az.

Gene birinci oyuncunun kazanma olasiligina a diyelim. O zaman ikinci oyuncunun
kazanma olasih@ (yukardaki gibi) 5a/6°dir. Birinci ve ikinci oyuncu ses atamazlarsa — ki (5/6)*
olasilikla ilk iki oyuncu ses atamazlar — sira {igiincii oyuncuya gelecektir. Dolayisiyla {igiincii
oyuncu (5/6)a olasilikla oyunu kazanir. Oyunu ii¢ oyuncudan biri kazanacagindan, bu {i¢ saymnin
toplami 1 etmelidir, yani

a+5a/6+(5/6)°a=1
esitligi gegerli olmalidir. Bu denklemden kolaylikla a’y1 bulabiliriz:
a=36/91,
tahmin ettigimiz gibi 1/3’ten biraz daha fazla. Ikinci oyuncunun kazanma olasilig1 da,
5a/6 = (5/6) x (36/91) =30/91
dir, yani 1/3’ten biraz daha az.

Genel Oyun. Ya bu oyunu » kisi oynarsa, her bir oyuncunun oyunu kazanma olasilig1
kagtir?

Birinci oyuncunun kazanma sansina a diyelim. O zaman ikinci oyuncunun kazanma sansi
5a/6’dir. Ugiincii oyuncunun kazanma sansi da (5/6)°a’dir. Dérdiincii oyuncunun kazanma
sanstysa (5/6)’a’dir... Bu bdyle siirer. n’'inci oyuncunun kazanma sansi (5/6)"'a’dir.
Oyunculardan biri oyunu kazanmak zorunda oldugundan bu » sayinin toplami 1 olmalidir, yani,

a+(5/6)a+ (5/6Ya+ ...+ (5/6) a=1
esitligi gecerli olmalidir. a’y1 disar1 alalim:
a(l+5/6 + (5/6)* + ...+ (5/6)" ) = 1.
Sag ayractaki uzun toplama
(1 —(5/6)")/(1 —5/6)
sayisina esittir’. Demek ki,

2 Genel olarak, x herhangi bir sayrysa, 14x+x2+...+xn sayisi, (1-xn+1)/(1-x) sayisina esittir. Bunu soyle kanitlayabiliriz: 4, bulmak istedigimiz toplam olsun:

A=1+x+x2+ .. +xn



a=(1-5/6)/(1-(5/6)"
dir.

Yukardaki sonuca gore, oyuncu sayist sonsuz oldugunda, yani n sonsuza gittiginde, a, 1/6
olur, ki bu da beklenen bir sonuctur: Oyunda sonsuz oyuncu oldugunda, zar sirasi bir daha birinci
oyuncuya gelmez ve birinci oyuncu ancak ilk (Ve son) atisinda ses atarsa oyunu kazanabilir.
Ikinci oyuncunun kazanma olasilig1 da 5a/6°dir. Ugiincii oyuncunun kazanma 01as111g1 bu sayinin
5/6’yla garpimuna esittir. Genel olarak i’inci oyuncunun kazanma olasilig (5/6)'a’dur.

Ucgiincii Oyun. Eger yalmzca ses atan degil de, ses ya da peng (6 ya da 5) atan kazansaydh,
birinci oyuncunun kazanma olasiligini hesaplamak i¢in,
at+4a/6=1
denklemini ¢6zmemiz gerekirdi (Yukarda yiriittiiglimiiz mantikta 5/6 yerine 4/6 koyalim.)
Cozelim: a = 3/5 buluruz.

Dordiincii Oyun. Eger cehar, peng ya da ses (4, 5 ya da 6) atan kazanacak olsaydi, birinci
oyuncunun kazanma olasiligi,
a+3a6=1
denkleminin ¢oziimii, yani 2/3 olurdu.

Besinci Oyun. Eger se (3), cehar (4), pencg (5) ya da ses (6) atan kazanacak olsaydi, birinci
oyuncunun kazanma olasiligi,
a+2a6=1
denkleminin ¢6ziimii, yani 3/4 olurdu.

Altinc1 Oyun. Eger dii (2), se (3), cehar (4), peng (5) ya da ses (6) atan kazanacak olsaydi,
birinci oyuncunun kazanma olasiligi,
atlab=1
denkleminin ¢dziimii, yani 6/7 olurdu.

Demek ki, bir zarla oynadigimiz bu tiir oyunlarda, birinci oyuncunun kazanma olasiliklari
6/11, 3/5, 2/3, 3/4 ve 6/7°dir.

Ikinci oyuncunun bu oyunlar1 kazanma olasiligi da (yukardaki sayilar1 1°den cikarin)
sirastyla 5/11, 2/5, 1/3, 1/4 ve 1/7°dir.

Negatif Oyun. Bu oyunlarin bir de negatifleri vardir. Ornegin, ses atanin kazandig1 oyunun
negatifi, ses atanin kaybettigi oyundur. Ses atanin kaybettigi oyunda, birinci oyuncunun kazanma
olasiligr 5/11°dir.

Ses ve peng atanin kaybettigi oyunda, birinci oyuncunun oyunu kazanma olasiligi 2/5°tir...
Yukardaki boliimii anlayan okur bu sonuglar1 kolaylikla elde edebilir.

Kazanma olasihig 1/5 olan bir oyun. Oyle bir zar oyunu bulalim ki, birinci oyuncunun
kazanma olasiligi 1/5 olsun.

Bu sayiy1 x’le garpalim:

XA=x+x2+x3+ .. +xntl.
Simdi de, 4 — x4 y1 hesaplayalim. Birgok terim sadelesir:

(1=x)4=4—-x4=1-xntl.

Burdan da 4 bulunur.



Soru bu bi¢cimde sorulursa oldukg¢a kolay ¢oziiliir: Yek’i (1°1) yok saym! Birinci oyuncu zar
atsin. Eger 6 gelirse kazansin, eger 2, 3, 4, 5 gelirse kaybetsin (yani ikinci oyuncu kazansin), eger
1 gelirse birinci oyuncu gene zar atsin ve oyun bdyle siirsiin. Yiizde yiiz olasilikla 1 disinda bir
zar geleceginden, sonlu bir zaman sonra ya birinci ya da ikinci oyuncu kazanir. Ve oyunu, birinci
oyuncu 1/5 olasilikla kazanir.

Ama bu oyunda ikinci oyuncu hi¢ zar atmaz! Pek o kadar neseli bir oyun degil!

Her iki oyuncunun da zar atacagi bir baska oyun bulmaya caligalim.

Bulacagimiz oyunda, bir oyuncunun her zar atisinda (yani bir hamlede) kazanma olasiligina
x diyelim. Birinci oyuncunun oyunu kazanma olasiligina da a diyelim. Biz, a’nin 1/5 olmasmni
istiyoruz elbet.

Birinci oyuncu ilk zarda oyunu kazanamamissa, ki 1-x olasilikla kazanamaz, sira ikinci
oyuncuya gecer ve ikinci oyuncu bu anda birinci oyuncu konumuna geger. Demek ki ikinci
oyuncunun oyunu kazanma olasilig1 (1—x)a’dir. Oyunu iki oyuncudan biri kazanacagindan,

at(lx)ya=1
esitligi saglanmalidir. Bu denklemden x’1 bulalim:

x=2-1/a
Simdi, a yerine 1/5 koyacak olursak, x = —3 buluruz! Oysa x, 0’la 1 arasinda bir say1 olmali!
Ne yapacagiz?
Yoksa boyle bir oyun yok mu?
Var!

Bir an i¢in a yerine 4/5 koyalim. O zaman, x = 2 — 1/a denklemini ¢dzdiigiimiizde, x = 3/4
buluruz. Hosumuza gitti bu, ¢linkii 3/4, 0’la 1 arasinda bir say1. 3/4’tin 27/36’ya esit oldugunu
gormek daha da hosumuza gitti. Hele hele, iki zar atildiginda bu iki zarin toplaminin 4, 5, 6, 7, 8
ya da 9 olma olasiliginin 27/36 olmasi... Agzimiz kulaklarimizda!

Oyuncularimiza su oyunu oynatalim: Her iki oyuncu da sirayla iki zar atsin. Atilan iki zarin
toplami1 4, 5, 6, 7, 8 ya da 9 olursa, o oyuncu oyunu kazansin; olmazsa sira 6biir oyuncuya gegsin.
Bu oyunu birinci oyuncunun kazanma olasilig1 4/5’tir.

Ya 1/5’e ne oldu?

Yukardaki oyunun negatifini alalim: iki oyuncu sirayla zar atsin. Atilan iki zarm toplami 4,
5, 6,7, 8 ya da 9 olursa, o zarlar1 atan oyuncu oyunu kaybetsin! Bu oyunu birinci oyuncunun
kazanma olasilig1 1 —4/5, yani 1/5’tir.



