Bertrand Russell’in Paradoksu
Ali Nesin

1. Yamyam Paradoksu (Catiskisi): Bilinen bilmecedir. Yamyamlar bir mantik¢1
yakalarlar ve soyle derler mantik¢iya:

— Biz her yakaladigimiz yabanciyr yeriz. Kimini hagslayip, kimini kizartip yeriz.
Avimiza bir soru sorariz. Avimiz soruyu dogru yanitlarsa haslariz, yanlis yanitlarsa
kizartiriz.

Dedikleri gibi de yaparlar. Mantikgiya bir soru sorarlar. Mantik¢1 bir siire
diisiindiikten sonra soruyu yanitlar. Yamiti duyan yamyamlar ne yapacaklarini sasirirlar.
Yanit Oylesine akilli bir yanittir ki, yamyamlar mantik¢iyr ne haslayabilirler ne de
kizartabilirler. Yamyamlar mantik¢iya ne sormuslardir ve mantik¢t soruyu nasil
yanitlamigtir?

Okur distinedururken biz yanit1 verelim. Yamyamlar mantik¢iya su soruyu
sormuglardir:

— Seni haglayip da m1 yiyecegiz, yoksa kizartip da m1 yiyecegiz?

Mantik¢i soyle yanitlamigtir:

— Kizartacaksiniz!

Bu soru ve yanitla, mantik¢i ne haglanir, ne de kizartilir.

Bir an, mantik¢inin kizartilacagini varsayalim. O zaman mantik¢inin yanitt dogru
olur. Ama yanit dogru oldugundan — yamyamlarin kendi kurallarina gére — mantik¢inin
haslanmas1 gerekmektedir. Demek mantikg¢1 kizartilamaz.

Simdi de mantik¢inin haslanacagini varsayalim. O zaman mantik¢inin yaniti yanlis
olacak. Yanit yanlis oldugundan da kizartilmasi gerekmektedir. Demek mantikgi
haglanamaz.

Yamyamlar tam bir kisir dongiiye girmislerdir. Kizartsalar haslamalar1 gerekecek,
haslasalar kizartmalar1!

Sonug olarak mantike¢1 kurtulur.

Bu gibi durumlar “paradoksal” olarak nitelendirilir. “Sa¢gma” bir durumdur. Ciinkii
mantik¢1 ya kizartilacaktir ya da haslanacaktir; bunu oOnceden biliyoruz. Dolayisiyla
yamyamlarin sordugu soruya yanit olarak iki secenek vardir. Ve bdyle bir sorunun yanit1 ya
dogru ya da yanlis olmalidir. Oysa yukardaki sorunun yaniti ne dogru, ne de yanlistir; daha
dogrusu yanit dogruysa yanlis, yanligsa dogrudur. Yani yanitin dogrulugu ya da yanlisligi
yanitin yanlishg: ya da dogruluguna baglidir!

Yukardaki paradoks nasil c¢oziliir, yani ¢eligki nasil giderilir? Soyle: Oykiide
anlatildig1 gibi bir boy yoktur. Yani, yakaladiklar1 her yabanciy1r yiyen ve yukardaki
yontemle yiyen bir boy yoktur.

Bu ¢o6ziime kimi okur karsi ¢ikabilir. Matematikgileri elindeki oyuncagi sevmeyip
kiran, bilmecesini ¢dzemeyip yirtan mizik¢t ¢ocuklara benzetebilir. Ama bu
matematik¢ilere haksizlik olur. Soyle diisiinelim: Bilmecede su ve su dzelliklere sahip bir



boy vardir diyoruz. Oyle bir boyun olabileceginden ilk basta kusku duymayabiliriz, ancak
goriiyoruz ki bdyle bir boyun varlign bizi celiskiye gotiiriiyor'.

2. Berber Paradoksu: Yukardaki paradoksa benzer paradoks ¢oktur. Iste bir tane
daha:

Koyiin birinde bir berber varmis. Bu berber, o kdyde kendini tras etmeyen herkesi
tras edermis, kendini tras edenleriyse tras etmezmis. Soru su: bu berber kendini tras eder
mi, etmez mi? Kendini tras etmezse, kendini tras etmeyen herkesi tras ettiginden, kendini
tras etmeli. Kendini tras ederse, kendini tras edenleri tras etmediginden, kendini tras
etmemeli.

Coziim yukardaki gibi: boyle bir berber olamaz.

3. Kataloglar Paradoksu: Bu yiizyillin basinda matematik¢ileri derin diisiincelere
diisiiren paradoksa gegmeden Once, giinliik dilimizi kullanarak bir paradoks daha gecelim:

Baski makinasinin bulunusundan sonra kitap sayis1 ¢ogaldi dogal olarak. ilk kez ne
zaman kataloglara gereksinildigini bilmiyorum, ama birglin gereksinildi. Kitaplar
cogalinca, kataloglar da ¢ogaldi. Kataloglar ¢ogalinca kataloglarin da kataloglar1 yapilmaya
baslandi.

Baz1 kataloglar kendi adlarini dizelgelerine (listelerine) almiyorlardi, bazi
kataloglarsa aliyorlard: (katalog da bir kitap degil midir!) Bir yayincinin aklina “kendi adin1
icermeyen kataloglar katalogu” yapmak gelir. Bir sorun c¢ikar ortaya. Bu hazirlanmakta
olan katalog kendi adin1 i¢ermeli midir, icermemeli midir? Kendi adin1 igerirse, katalogun
tiirlinden dolayi, adin1 igermemesi gerekmektedir. Kendi adin1 igermezse de, yine katalogun
tiiriinden dolay1, kendi adin1 igermesi gerekmektedir.

Bir paradoks daha! Nasil ¢ozecegiz? Hazirlanmasi bitmemis bir katalogun katalog
sayllamayacagint 6nermek bir ¢oziim miidiir? Degildir (ama ¢oziime yaklasir), ¢iinki
hazirlanmakta olan katalogun adin1 “kendi adini igermeyen, yayimlanmis ya da
hazirlanmakta olan kataloglar katalogu” diye degistirirsek paradoks ortadan kalkmis olmaz.

Biz su ¢oziimii 6nerecegiz: boyle bir katalog yapilamaz. Yukardaki ¢oziimlerde de
oldugu gibi tanimlanan nesnenin olamayacagin éne siirdiik”.

4. Giritli Epimenides. 1.0. 6. yiizyilda yasamus Giritli filozof Epimenides’in, “Biitiin
Gritliler yalancidir,” sdzleri tinliidiir. Epimenides dogru mu konusur, yalan mi?

Epimenides’in paradoksu, Epimenides’in olmadig1 6ne siiriilerek ¢oziilemez elbet! Bu
paradoks iki varsayimdan kaynaklanmaktadir: a) Her insan ya yalancidir ya degildir, ve b)
Yalancilar her zaman yalan sdylerler, yalanci olmayanlar hep dogruyu sdylerler. Bu
varsayimlarimiz yanlis. Ciinkii bu varsayimlara goére Epimenides ne yalanci olabilir, ne de
olmayabilir. Bir kez daha ¢6zdiik paradoksu.

5. Yukardaki Paradokslarin Ortak Yénii’. Yukardaki paradokslarin herbirinde
ozne kendinden sozediyordu. Birinci paradoksta, mantike¢1 kizartilacagini ileri siiriiyordu.
Ikinci paradokstaki berber, tiim koyliilerle, dolayisiyla kendisiyle de, ilgili bir sav ortaya

1 Eger mantikg1, “haslayacaksiniz,” diye yanitlasaydi, yamyamlar mantikgiy1 istedikleri gibi yiyebilirlerdi, ister haglar, ister kizartirlardi ve bir ¢eligki dogmazdi.
2 “Diinyanin En Giizel Kataloglar1” adinda bir katalog var! ABD’de ¢ikan bu katalogun varligini Prof. Dr. Nazif Tepedelenlioglu’ndan 6grendim.
3 Yukardaki paradokslarm benzerlerini okur [17]’de bulabilir.



atiyordu. Uciincii paradokstaki katalog tiim kataloglarla, dolayisiyla kendisiyle de ilgili.
Dordiincii paradokstaki Giritli Epimenides ise tiim Giritlilerle, dolayistyla kendisiyle de,
ilgili bir tiimce soyliiyor.

6. Daha ciddi bir paradoks. Giritli Epimenides’in paradoksuna ¢ok benzer bir
paradoks daha vardir. “Bu tiimce yanhstir’ tiimcesini ele alalim. Tiimce kendisinden
sozediyor ve celigki yaratiyor. Bu paradoksu “boyle bir tiimce yoktur” diyerek
coziimleyemeyiz. Tiimce ortada! Ne yapmaliy1z? Konumuz felsefe degil ve bu paradoksun
yarattig1 felsefi sorunlar filozoflara birakalim. Konumuz matematik ve goriildiigii gibi eger
“bu tiimce yanlistir” tlimcesine benzer bir tliimce matematiksel dilde yazilabilirse
matematigin ¢eligkili oldugu ortaya cikar. Ne mutlu matematik¢ilere ki giliniimiizde
cogunluk tarafindan kabul edilen matematikte, “bu tiimce yanlistir” tiimcesine benzer bir
tiimcenin yazilamayacagl Polonyali matematik¢i Alfred Tarski tarafindan kanitlanmustir
[25, sayfa 41]. Bundan matematigin ¢eliskisiz oldugu ¢ikmaz elbet, yalnizca buna benzer
bir ¢eliskiye matematikte rastlanmadigi anlasilir.

Son yillarda ortaya ¢ikan puslu mantikta her 6nerme dogru ya da yanlis olmak
zorunda degildir. Puslu mantiga gore yiizde 50, ylizde 60 gibi dogruluk degerleri olan
onermeler de vardir. Ornegin, yukardaki gibi dogruysa yanlis, yanlgsa dogru olan bir
onermeyi ele alalim. Klasik mantikta dogru onermeye 1 degeri, yanlis Onermeyeyse 0
degeri verilir. Dolayisiyla, eger tiimcemizin degerine p dersek sdyle bir sonug ¢ikar:

p=lisep=0dr
p=0isep=1dm.
Soldaki p’ye “eski p” diyelim ve p, olarak gdsterelim. Sagdaki p’ye “yeni p” diyelim ve
py olarak gosterelim. Demek ki,
pe=1ise p,=0’dir
pe=01se p,= 1’dur.
Cebirsel olarak, bu,
by~ 1- De
demektir. Oysa biz bir tek p istiyoruz. “Yeni p”, “eski p” gibi ayrim istemiyoruz. O
zaman p, = p = p,, olsun. Yukardaki
by~ 1- De
denkleminden p = 1 — p denklemini buluruz. Ne p = 0 ne de p = 1 bu denklemin ¢oziimii
oldugundan, klasik mantikta geligki ¢ikar. Oysa puslu mantik bunu kendine dert edinmez. p
= 1 — p denkleminin ¢6ziimii vardir: p = 1/2. Dolayisiyla, puslu mantikta “bu tiimce
yanlistir” timcesinin dogruluk degeri 1/2°dir.

Uygulamada da kullanilan puslu mantik {izerine hemen hemen higbir sey bilmiyorum.

Bu ilging kuram iizerine daha fazla 6grenmek isteyen okur [38]’e bagvurabilir.

7. Matematikte Celiski: “Matematikte ¢eligki” kavramu tarih boyunca degismistir.
Yunanhlar, V2 sayisiin kesirli sayr olmadigimi anlayinca, once geliskinin dogada var
oldugunu sanmislar, daha sonra omuz silkip kesirli olmayan sayilarin varligini kabul etmek
zorunda kalmiglardir.

Dinsel ve felsefi inanglarin da matematikgileri celiskide biraktigi olmustur. Ornegin,
sonsuz kavrami bircok matematik¢iyi “geliskiye” diislirmiistiir. Zenon’un {inlii
paradokslarinin® her biri “sonsuz” kavramindan kaynaklanmustir.

4 Matematik ve Doga adli kitabimda Zenon’un paradokslarmi bulabilirsiniz.



Inang ve sezgilerle matematigin celismesi, giiniimiizdeki anlamiyla, matematikte bir
celiski degildir. Bugiinkii anlamiyla matematikte celiski, matematiksel bir tiimcenin hem
dogrulugunun, hem de yanlishgnin kanitlanmasidir. Ornegin bugiin matematikte kabul
edilen belit (aksiyom) ve kanitlama yontemleriyle 2 # 2 tiimcesini kanitlayabilirseniz o
zaman bir ¢eliski elde etmis olursunuz (clinkii “2 = 2” tiimcesi matematikte bilinen bir
teoremdir!)

Matematikte ¢eliski var midir? Bu soru matematikcileri uzun yillar zorlamistir. 1930
yilt dolaylarinda Kurt Godel matematikte ¢eliskinin olmadigini kanitlamamizin olanaksiz
oldugunu kamitlamistir’. Godel’in bu teoreminden matematikte geliski olmadigi sonucu
cikmaz. Godel yalnizca matematigin c¢eligkisiz  oldugunun kanitlanamayacagini
kanitlamstir.

Yazimizin geri kalan boliimiinde — sonradan giderilen — matematiksel bir celiskiyi
(paradoksu) konu edecegiz6.

8. Russell Paradoksunun Tarihgesi: Yukarda soziinii ettigimiz paradokslarin bir
benzerini iinli matematik¢i ve filozof Bertrand Russell 1901°de, daha heniiz 28
yasindayken bulmustur [34, sayfa 101-107]. O giiniin matematiginin ¢eliskiden yoksun
olmadigin1 gosteren bu paradoks tahmin edilecegi gibi matematik¢ileri sarsmis ve onlari
matematigin temelleri {izerine daha derin diisiinmeye zorlam1$t1r7.

Russell paradoksunun ortaya c¢ikisi oldukga trajiktir. Yazmadan edemeyecegim.
Modern mantigin kurucularindan sayilan Alman matematik¢i ve mantik¢1 Frege 1893°te
Aritmetigin Temelleri adli iinlii yapitinin birinci cildini yayimlamistir [14]. Bu yapitinda
Frege aritmetigi saglam temellere dayanan bir kiimeler kuramina indirgemek istemistir.
Ikinci cildin yazilmasi olduk¢a zaman alir [15]. Belki de bu gecikmenin nedeni cok
karmasik ve matematikgilerin alisik olmadiklar1 bir dilde yazilan birinci cildin Frege’in
umdugu ve gormesi gereken ilgiyi gormemesidir. 1902°de yapitin ikinci cildinin yazilmasi
tamamlanmis ve baskiya verilmistir. Iste tam bu sirada, 54 yasindaki Frege, 30 yasindaki
Russell’dan “Sevgili Meslektas” diye baglayan 16 Haziran 1902 tarihli bir mektup alir [22,
sayfa 124-5]. Bu mektupta Russell, Aritmetigin Temelleri’nin birinci cildini okudugunu,
cok yararlandigini, ¢ok sevdigini belirtir, Frege’i goklere c¢ikarir, ikinci cildi dort gozle
bekledigini sOyler. Mektubun ortalarinda da buldugu paradoksu agiklar. Frege mektubu
okudugunda ugradig: diis kirikliginin boyutunu tahmin etmek zor olmasa gerek. Cok emek
verdigi baskidaki yapiti ve yasamini adadigi, temelini kurdugunu sandigi bilim birden
yokolup gitmistir. Kitabin1 baskidan ¢ekip temel degisiklikler yapmasi icin ¢ok gectir. Bir
sons0z yazmakla yetinmek zorunda kalir. Frege, Russell’mn mektubunu 22 Haziran 1902
giinii yanitlar, yani Russell’in mektubunu yazdigi giinden tam alti giin sonra [22, sayfa
127-8]. Bu ¢ok ilging mektuptan alintilar sunmak istiyorum:

Sevgili meslektas,

5 Ornegin [25, Boliim 1, 14. altboliim, Teorem 14.17°e bakiniz. Bu konuya Gédel’in Bir Baska Teoremi bashkli yazim da deginiyor.

6 Matematikte geliski nasil giderilir? Matematigi degistirerek! Yani matematikte kabul edilen belitleri (aksiyomlar) ve gerekliyse kanit yontemlerini, degistirerek.

7 Aslinda matematikte ilk ciddi ¢eliskiyi bulan Bertrand Russell degildi. 1897°da Burali-Forti (1861-1931) adinda bir italyan matematikgi birazdan agiklayacagimiz
Russell paradoksunun bir benzerini bulmustu [6]. Burali-Forti paradoksundan Russell’in haberi vardi. Hatta 1903’te Russell bu paradoksu ortadan kaldirdigmni sanmist
yanlishkla [34, sayfa 43]. Bu yayinindan iki yil sonra, Russell, Burali—Forti paradoksunun kolay kolay giderilmeyecek dnemli bir paradoks oldugunu kavramis ve [35]’te
paradoksu ortadan kaldirmanin yollarini aramustir. Russell ¢6ziime tipler kuramini bularak ulagmustir [36]. Yazinimn sonunda kisaca bu kuramdan sézedecegiz.

Neden bugiin Burali-Forti paradoksunun Russell paradoksu kadar tanmmus olmadigmi bilmiyorum. Belki de Russell paradoksunun daha kolay anlasilir oldugundandir.



16 Haziran tarihli ilging mektubunuz icin ¢ok tesekkiir ederim. Benimle ¢ogu konuda
ayni diistincede olmaniza ve c¢alismami ayrintilariyla tartismak istemenize sevindim.
Isteginiz iizerine asagida adlarint bulacaginiz yaylarimi yolluyorum |...]

Sizin elinizle yazildigini sandigim bos bir zarf geldi postadan. Galiba bana bir sey
gondermek istemistiniz ve o sey yanlislikla kayboldu. Eger kuskum dogruysa inceliginiz i¢in
tesekkiir ederim. Zarfin on yiiziinii mektubuma iligtiriyorum.

[...]

Buldugunuz celiski beni ¢ok biiyiik saskinliga, belki biiyiik iiziintiiyve demek daha
dogru olur, ugratt, ciinkii, aritmetik kuramini dayandirdigim temeli sarsti. Bana oyle
geliyor ki [...] besinci kuralim yanlg (20. boliim, sayfa 36), 31. boliimde sundugum
aciklamalar [yeterli degil]l. Durum oylesine ciddi ki, 5. kuralin yanhghgi, salt one
surdiigiim temeli sarsmakla kalmiyor, galiba ayni zamanda aritmetigin saglam bir temele
dayandirilamayacagint da gosteriyor. |...] Her durumda bulusunuz ¢ok énemli ve — simdilik
bir miijde niteligini tasimasa da — ilerde mantikta biiyiik ilerlemelere neden olabilir.

[.]

Grundgesetze’nin® ikinci cildi yakinda ¢ikacak. Kitabin sonuna buldugunuz
celiskiden sozeden bir ek yazacagim elbet. Keske dogru goriis agisina zamaninda sahip
olsaydim’.

Saygilarimla,

G. Frege

Frege kitabinin sonsdziiniin basinda sdyle yazar:

Bir biliminsani igin, yapiti biter bitmez temellerinin yikilmasindan daha korkung
bisey diigiiniilemez. Yapit tam baskiya hazirlanirken Bay Bertrand Russell’dan aldigim bir
mektup beni iste bu duruma soktu.

9. Russell’in Paradoksu: Yazinin bundan sonrasinda Russell’in bu paradoksunu
aciklamaya (;ahsacaglz1 0,

Sanilanin tersine matematikte kiime kavrami bu yilizyillda ortaya ¢ikmamistir. Bu
kavram, agikca adi sOylenmese de, Yunanlilardan beri biliniyordu. Daha sonra Alman
Matematik¢i Georg Cantor (1845-1918) kiime kuramini bilimsel olarak ortaya atti. O
zamanlar bir nesnenin kiime olabilmesi i¢in bir takim kosullarin gerektigi bilinmiyordu.
Akla gelebilecek tiim nesnelerin bir kiime olusturabilecegi saniliyordu. Hele kiime gibi
“dogal” bir kavramin gilinlin birinde matematigi c¢eliskiye diistirecegi akillara hig
gelmiyordu. 19. yiizyilin sonuna dek, matematikgiler gordiikleri, diislinebildikleri her
matematiksel nesne topluluguna kiime adin1 vermekten ¢ekinmediler. Tam sayilar kiimesi,
cift sayilar kiimesi, bir diizlemin noktalar1 kiimesi, bir diizlemin egrileri kiimesi, bir
diizleme cizilebilen dikdortgenler kiimesi, bu kiimelerin bilesimi, bir kiimenin altkiimeleri

8[14,15].

9 Mektubun ash Almanca. Yukardaki gevirim [22]°deki ingilizce ¢eviriden. Son tiimee Ingilizce’ye soyle gevrilmis: “If only I had the right point of view for that!” Tam
ne anlama geldiginden emin degilim bu tiimcenin. iki anlama gelebilir: ya Frege kitabini yazarken Russell paradoksunu diisiinemedigine hayiflantyor ya da ek olarak ne
yazacagini bilmiyor. Saniyorum birinci olasilik gegerli.

10 Russell’n paradoksu, Russell’dan bagimsiz olarak Zermelo (1871-1953) tarafindan da bulunmustur. 1908’de yayimlanan bir yazisa [41] Zermelo soyle bir dipnot

diigmiistiir: “Bu paradoksu ben de Russell’den bagimsiz olarak bulmug ve 1903’te aralarinda Profesor Hilbert’in de bulundugu birka¢ matematik¢iye bildirmistim.”



kiimesi''... Her topluluk bir kiime olusturabilirdi. Hatta tiim kiimeler kiimesi bile... Kiime
kavrami o zamanlarin matematikgileri icin sezgisel bir kavramdi'?. Yillar boyunca
matematik¢iler bir kiimenin olusmasi i¢in kisitlayict kosullara gerek gormediler. Biz de,
simdilik, kiimeyi bu anlamda alalim: herhangi bir 6geler topluluguna kiime ad1 verilir. Eger
x, A kiimesinin bir 6gesiyse, bu, matematikte, x € 4 olarak gosterilir. Eger x, 4 kiimesinin
bir 6gesi degilse, x ¢ A4 yazariz. Ornegin, N dogal sayilar kiimesiyse, yani N = {0,1,2.3.4, ...
} ise,
5eN
V4 eN
dir. Ama
172 ¢ N
-3 ¢N
eN
negN
dir.

Eger 4 bir kiimeyse, 4 kiimesinin belli bir 6zellige (iyelige) sahip 6geleri bir baska
kiime olustururlar. 4 kiimesinin bir altkiimesidir bu yeni kiime. Ornegin, yukardaki dogal
sayilar kiimesi N’nin “cift olma” 6zelligini tagiyan 6g8eleri, 2N olarak simgelenen, ¢ift dogal
sayilar kiimesini olustururlar.

Tiim kiimelerin bir kiime olusturdugunu varsayalim. Bu kiimeye 4 adim verelim. 4
kiimesi “evrendeki” tiim kiimeleri igeriyor. Yukardaki N kiimesini de, 2N kiimesini de...
Yani N € 4 ve 2N € A matematiksel tiimceleri dogru tiimcelerdir. Daha genel olarak, eger
x herhangi bir kiimeyse, “x € A” matematiksel tiimcesi dogrudur. 4 da bir kiime
oldugundan, “4 € 4” matematiksel tiimcesi de dogrudur. Demek, 4 kendi kendisinin bir
ogesi. Ote yandan, N kiimesi kendi kendisinin bir 6gesi degil, ciinkii N kiimesinin dgeleri
dogal sayilar ve N bir dogal say1 degil. Demek ki “N e N matematiksel tiimcesi yanlis ve
“N ¢ N” matematiksel tiimcesi dogru.

Simdi 4 kiimesinin “kendini icermez” 6zelligini tastyan 6gelerinden olusan altkiimeyi
ele alalim. Bu kiimeye B admi verirsek, B, kendini igermeyen kiimeler kiimesidir. Yani
B’nin Sgeleri kiimeler ve kendini 6ge olarak icermeyen kiimeler'’. Yani, x € B ancak ve
ancak x ¢ x ise. Ornegin, yukardaki paragrafa gore, 4 ¢ B, ama N € B. Simdi su soru
tizerine diislinelim: B kiimesi, B’nin bir 6gesi midir? Yani B kiimesi kendisinin bir 6gesi
midir?

Once B’nin kendi kendisinin bir 6gesi oldugunu varsayalim. Yani “B e B”
matematiksel tiimcesinin dogru oldugunu varsayalim. Eger B, B’nin bir §gesiyse, 0 zaman
B, B’nin bir 68esi olmamali. Ciinkii B, bu tiir kiimeleri, yani kendisinin 6gesi olan kiimeleri
igermiyor.

11 Bugiin bile matematikgiler ayrimmna varmadan ayni yanlisi yaparlar. Ornegin, gogu matematikgi, dogal sayilari igeren {0,1,2.3,...} nesnesinin bir kiime oldugunu
kabul eder. Oysa bu nesnenin kiime oldugunu kanitlamamstir. Kanitlayamaz da. Ciinkii bu nesne kiimeler kurammmn kimi modellerinde (evrenlerinde) kiimedir,
kimilerindeyse degildir. Neyseki matematikgilerin yaptiklart bu yanlhs pek onemli degildir. O yanlst yaparak kanitladiklari teoremler, o yanls yapilmadan da
kanitlanabilir.

12 Bugiiniin matematiginde de kiimenin ne demek oldugu tam bilinmiyorsa da, her nesneler toplulugunun bir kiime olmayabilecegi biliniyor. Bugiin, kimi nesneler
topluluklarina “kiime” adin1 vermek belitlerle yasaklanmistir. Birazdan bu konuya kisaca deginecegiz.

13 Matematiksel olarak B’nin tanimu §oyle verilir: B = {x € 4: x & x}. 4, tiim kiimeler kiimesi oldugundan, bunu B = {x: x ¢ x} olarak da yazabiliriz. Yanix e B x ¢

x matematiksel tiimcesi dogrudur.



Simdi de B’nin kendi kendisinin 68esi olmadigini varsayalim. Yani “B ¢ B”
matematiksel tlimcesinin dogru oldugunu varsayalim. O zaman (B kiimesinin tanimina
gore) B, B’nin bir 6gesi olmali.

Bir celiski elde ettik'*.

Iste Bertrand Russell’m paradoksu.

10. Celiski Nasil Giderildi? Bu paradoks, kiimeler kuraminin 6biir paradokslar1 gibi,
bugiin ortadan kalkmustir. Kiimeler kuramini degistirmek, daha saglam temellere oturtmak
gerekmistir bunun i¢in. Bertrand Russell, paradoksunu ortadan kaldirmak amaciyla,
1908°de tipler kuramu adi verilen bir kuram ortaya atmusti””. Tipler kurami kiimeleri
derecelendirir. Ornegin, dérdiincii dereceden bir kiimeyi tanimlamak igin ancak birinci,
ikinci ve liglincli dereceden kiimeler kullanilabilir. Boylece yukarda 4 adim verdigimiz,
“tim kiimeler kiimesi” diye bir kiime matematikte yasaklanmis olur ve Russell’in
paradoksu paradoks olmaktan cikar. Yani Russell akla gelen her nesnenin kiime olmasini
yasaklayarak, matematigi degistirmis, (simdilik) celiskisiz bir matematik yaratmistir. Unlii
Fransiz matematik¢isi Poincaré’nin de dedigi gibi, kurtlardan korumak i¢in siirliniin
cevresine bir ¢it ¢ekilmistir, ancak, birazdan da gorecegimiz gibi, ¢itin iginde kurt olup
olmadigini bilmiyoruz.

Russell’n tipler kuraminda ¢alismak matematikgilere zor gelmistir. Ornegin bu
kuramda iki kiimenin esit oldugunu kanitlamak i¢in bin dereden su getirmek gerekir.
Matematikgiler zor olan higbir seyi sevmediklerinden, tipler kuramini daha basit bir
kuramla degistirmislerdir'®.

11. Matematikte Celiski Var midir? Daha once de belirttigimiz gibi bugilinkii
matematik sisteminde g¢eliski olmadigimi kamitlayamayiz'’. Godel kanitladi bu
olanaksizligi. Peki, matematikte birgiin celiski bulunursa ne olur? Celigkisine bagl.
Matematikgilerin genel kanis1 su: gelecekte birgiin matematikte bir ¢eligki bulunursa, bu
celigki belitlerde bir iki kii¢iik degisiklik yapilarak giderilebilir; olast bir c¢eliski
Matematik’i yikamayacagi gibi, sarsamaz bile, olsa olsa sdyle biraz titretir.

14 Bu ¢eliski matematiksel olarak kolayca anlagilir: Bir nceki dipnottaki B kiimesinin tanimi olan Vx (x € B <> x ¢ x) matematiksel tiimcesinde, x = B alirsak, B € B<
B ¢ B elde ederiz.

15 [36]. Tipler kuramina benzer bir kuram [34]’te de vardir. Ancak Russell bu konuda diisiincelerini bir siire terkedip, [35]te paradoksu ¢6zmenin (ya da yok etmenin)
baska yollarini aramistir.

16 Kiimeler kuraminin belitlerine kapsama diizenlemesi (comprehension scheme) adi verilen bir belit eklenerek yapilmistir bu degisiklik. Bu belite gore, eger C bir
kiimeyse ve @(x) bir formiilse, C’nin ¢ 6zelligini tastyan 6geleri bir baska kiime olustururlar. Burada 6nemli olan ¢ 6zelligini tagiyan “evrendeki” tiim 6gelerin degil,
yalmz C’dekilerin bir kiime olusturmasidir. Yukardaki 4 nesnesi bu belite gore olusturulmadigindan, 4’nin kiime olup olmadigindan hemen emin olamayiz ve bugiiniin
matematigi eger ¢eliskisizse 4 bir kiime olamaz elbet, yoksa Russell paradoksuyla bir ¢eliski elde ederdik.

17 “Bugiinkii matematik sistemi” demekle giiniimiiz matematikgilerinin biiyiik ogunlugunun kabul ettigi kiimeler kurami demek istiyorum. ZFC ad1 verilen bu kuramin
ilk belitleri 1908’de Zermelo (ZFC’nin Z’si) tarafindan bulunmustur [42]. 1920’lerde Fraenkel [13] (ZFC’nin F’si), Skolem [37] ve Mirimanov [27] birbirinden
bagimsiz, yerlestirme beliti (axiom of replacement) adi verilen bir belitin eklenmesini 6nermislerdir. ZFC’nin C’siyse se¢me beliti (axiom of choice) ad1 verilen ve

yiizyilimizin basinda biiyiik kavgalara neden olan gok 6zel bir beliti simgeler.



