Bir Tane Rastgele Cizge Var!
Ali Nesin

ir ¢izge (ya da bir baska adiyla, graf), sezgisel olarak, noktalardan ve bu
noktalari ikiger ikiser birlestiren (dogru ya da egri) ¢izgilerden olusur. Herhangi iki

nokta birlesmek zorunda degildir. Ornegin,
6 1 2

3

5

yedi noktal1 bir ¢izgedir. Noktalara 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 adlarin1 verdik. Birlestirdigimiz noktalar
sunlar:

{1, 2}, {1,3},{1,4},{1, 6},{3, 5},{5, 6},{5, 7},{6, 7}.

Bu iki 6gelik kiimelere baginti adi da verilir. Noktalar1 nasil bir ¢izgiyle birlestirdigimiz
onemli degil. Hatta ¢izgiler kesisebilir bile (kesistikleri yere ¢izgenin bir noktasini koymayiz o
zaman.) Noktalarin yerleri de énemli degil. Okur neyin énemli oldugunu merak edebilir! Onemli
olan hangi noktayla hangi nokta arasinda ¢izgi (ya da bagint1) oldugu. Baska bir sey 6nemli degil.
Ornegin, yukardaki ¢izgeyle asagidaki cizgeler ayni gizgelerdir:
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Bu yazida ilging oldugu kadar da sasirtict bir teorem kanitlayacagiz. Size sonsuz tane nokta
verdim:
1,2,3,4,5,6,7,8,...
noktalarini. Bu noktalardan bir ¢izge yapmanizi istiyorum. Cizgeyi soyle yapacaksiniz: Her iki
nokta i¢in yazi-tura atacaksimiz. Yazi gelirse o iki noktayr birlestireceksiniz, tura gelirse
birlestirmeyeceksiniz. Her iki nokta i¢in yazi-tura atmay1 bitirdiginizde (!) noktalarin adlarini
silin. Hangi noktanin 1 noktasi, hangi noktanin 2 noktasi oldugu belli olmasin. Elinizde adsiz
noktalar ve noktalar arasinda (yukarda “bagint1” diye adlandirdigimiz) birtakim ¢izgiler kalacak.
Ben de ayni seyi yapacagim. Sizin ¢izgenize bakmadan... Boylece adsiz iki rastgele ¢izge elde
edecegiz. Sizin rastgele ¢izgeniz ve benimkisi... Simdi ¢izgelerimizi karsilastiralim. Iki ¢izgenin
de ayni olduklarin1 goérecegiz. Tipatip birbirine benziyorlar! Sanki biri Obiiriiniin hik demis



burnundan diismiis. Inamlir gibi degil ama dogru! Ne sihirdir ne keramet, matematiktir
matematik!

Dahasi var. Diyelim, ben noktalar1 birlestirmek i¢in yazi-tura atmadim da zar attim. 6
geldiginde noktalar birlestirdim, gelmediginde birlestirmedim. Sizse yazi-tura attiniz. Noktalarin
adlarini sildigimizde gene ayni ¢izgeleri elde ederiz!

“Cizge” kavraminin matematiksel tanimiyla baglayalim:

N bir kiime olsun. N’ye noktalar kiimesi diyecegiz. B, N’nin iki 6gelik altkiimelerinden
olusan (hepsini igermek zorunda degil) bir kiime olsun. B kiimesine bagintilar kiimesi adini
verebiliriz'. (N, B) giftine ¢izge denir. Yukardaki 6rnekte, noktalar kiimemiz

N=1{1,2,3,4,5,6,7}
ve bagintilar kiimemiz
B={{1,2}, {1,3}, {1, 4}, {1, 6}, {3, 5}, {5, 6}, {5, 7}, {6, 7}}
olarak alinmustir.

Rastgele ¢izgelerden s6zetmeden dnce az noktali ¢izgeleri bulalim. Eger N = {1} ise, yani
N’de yalnizca bir nokta varsa, B boskiime olmak zorunda. Dolayisiyla N = {1} {izerine bir tek
cizge kurulabilir. Iste o cizge:
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Simdi de iki noktali ¢izgelere bakalim. N = {1, 2} olsun. Bu durumda B ya boskiimedir ya
da {{1, 2} } kiimesidir. Demek ki iki noktali iki ¢izge var:
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Simdi amacimiz ii¢ noktali ¢izgeleri bulmak. Ama bu ¢izgelerden ¢ok oldugundan, arada

unuttuklarimiz kalmasin diye dnce n noktali kag¢ tane ¢izge oldugunu bulalim. » noktals, 2(ZJ tane
cizge oldugunu iddia ediyorum ve hemen kanitliyorum: N noktalar kiimesinin » tane 6gesi varsa
(yani n tane noktamiz varsa), N'nin (7;2) tane, yani n(n—1)/2 tane iki 6geli altkiimesi vardir®. B
iki 6gelik altkiimelerden olustugundan, B bagmtilar kiimesi igin 2" "' segenegimiz var’. Demek
ki n noktalr 2"V tane ¢izge vardir. Eger n = 3 olarak alirsak, bundan 3 noktali 8 tane cizge
oldugu anlasilir. Bu 8 cizgeyi teker teker bulalim. N = {1, 2, 3} olsun. Iste 8 cizge:

"' N, “nokta”nin N’si, B ise “bagimtr”nin B’si.
? (n;r ) sayilarin1 Pokerin Matematigi baglikli yazida tanimlamistik.

3 Sayfa 39°da m 6gesi olan bir kiimenin 2" tane altkiimesi oldugunu kanitlamustik. Burada m yerine (l’l;2) aliyoruz.
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Uc nokta arasindaki bagmtilar1 yazi-tura atarak karar verecek olursak, yukardaki
cizgelerden herbirini elde etme olasiligr 1/8’dir.
Bu cizgelerdeki noktalarin adlarini, yani sayilar silersek, ¢izge sayimz azalir. Ornegin, bir
bagmtist olan ii¢ ¢izgenin noktalarinin adlar silindiginde bir ¢izge olurlar. Bunun gibi, iki
bagtisi olan ii¢ ¢izgeden de bir adsiz ¢izge elde ederiz. Boylece noktalarin adlarini sildigimizde

geriye dort ¢izgemiz kalir:

Eger cizgeyi yazi-tura atarak bulmussak, yani her bagmtimin olasilifi 1/2 ise, bu adsiz
cizgelerin olasiliklar sirasiyla 1/8, 1/8, 3/8 ve 3/8’dir.

Iki gizgenin noktalarmin adlarini sildigimizde ayni ¢gizgeyi elde etmek ne demektir? Bunun
matematiksel tanimini bilmek bu yazi i¢in gerekli degildir, bu yaz1 i¢in sezgiler yeterlidir. Bir
ornek daha verelim ki kuskuya yer kalmasin. Asagidaki iki ¢izgeye bakalim.
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Bu iki cizge birbirlerine ¢ok benzerler. Tek ayrimlari noktalarinin adlaridir. Soldaki ¢izgede 3
ve 4 noktalarmin yerlerini degistirirsek (bagintilariyla birlikte) sagdaki ¢izgeyi buluruz. Yani
noktalarin adlar1 olmasaydi iki ¢izge arasinda bir ayrim olmayacakti. Soldaki ¢izgenin bagintilar

sunlar:

B={{1,2},{2,4}, {4, 3}, {3, 1}}.

Sagdaki ¢izgenin bagintilartysa,

B'={{1,2}, {2,3}, {3,4}, {4, 1}}.



Simdi, 1) = 1, 2) = 2, f(3) = 4, f(4) = 3 gondermesini (fonksiyonunu) ele alalim. Bu
génderme, B bagmtilarii B’ bagintilarina gdnderiyor. Iste iki cizgenin noktalarmin adlari
silindiginde aym ¢izge bulunmasi bu demektir”.

Dort noktali ve adsiz ¢izgeleri bulalim. Bunlar1 bagint1 sayisina goére bulabiliriz: 6nce hig
bagintis1 olmayanlar, sonra bir bagintis1 olanlar, sonra iki bagintis1 olanlar...

R

— 1164 6164 12164 3164 4164

P

Cizgelere ilistirilen 1/64, 6/64, 12/64 gibi sayilar, bagintilara karar vermek i¢in yazi-tura
atildiginda cizgenin elde edilme olasiligidir. Yukarda yaptigimiz hesaplardan, 4 noktali ¢izge
sayisinin 27% = 2° = 64 oldugunu biliyoruz. 4 noktali ve bir bagmtili kag ¢izge vardir? Déort
noktadan ikisini secip aralarma bir baginti koymamz gerekiyor. Demek ki (4;2) = 6 tane bir
bagmtlhsgizge var. Herbirinin olasilig1 1/64 oldugundan, bir bagintili ¢izge elde etme olasiligimiz
6/64°dir".

Simdi sonsuz rastgele gizgelere gelelim. N kiimesi, 1, 2, 3, 4,... gibi pozitif dogal sayilardan
olusan kiime olsun. Bunlar noktalarimiz. iki nokta arasinda bagint1 olup olmadigina karar vermek
icin yazi-tura atacagiz. Boylece bir bagintilar kiimesi elde edecegiz. Bu ¢izgeye R adinm1 verelim
(R, “rastgele”nin R’si.) R ¢izgesi hakkinda ne sdyleyebiliriz? Rastgele ¢izge oldugundan higbir
sey bilmemiz olas1 degil diye diisiinebilir okur. Ilk bakista dyle bile goriinse, ikinci bakista R
cizgesi lizerine ¢ok sey bildigimiz anlasilir.

Basit bir drnekle baslayayim. Rastgele ¢izgenin herhangi iki noktas1 arasindaki “uzakligin”
en fazla iki oldugunu, yani bir noktadan bir baska noktaya tiglincli bir noktadan gecilerek
(bagitilar izleyerek elbet) gidilebilecegini kanitlayayim.

R rastgele cizgesinde herhangi iki nokta alalim; diyelim 1 ve 2 noktalarini. Savim su: Oyle
bir tigiincii nokta vardr ki, bu iigiincii nokta hem 1 noktasiyla, hem de 2 noktasiyla bagintilidir.
Savimi kanitlayayim. 3 noktasini ele alalim. Eger sansli bir giiniimdeysem, 3 noktasi diledigim
gibi bir noktadir, yani hem 1 noktasiyla, hem de 2 noktasiyla bagintilidir. Bunun bdyle olma
olasilig1 1/4. Demek ki 1/4 olasilikla, 3 noktas: varligini iddia etti§im noktalardan biri olacak. Ote
yandan 3/4 olasilikla 3 noktasi istedigim gibi bir nokta olmayacak. Simdi 3 ve 4 noktalarini ele

* Bunu matematiksel olarak ifade edelim: (N, B) ve (N',B’) iki ¢izge olsunlar. Eger, fAB) = B’ esitligini saglayan ve
birebir ve drten olan bir £ N — N’ gondermesi varsa, (N, B) ve (N', B') cizgelerine esyapisal cizgeler denir. Tki
esyapisal ¢izgenin birbirinden tek ayrimi noktalarinin adlaridir. Bu ¢izgelerden birindeki noktalarin adlart uygun bir
bicimde degistirildiginde (x noktasina f{x) denildiginde 6rnegin), 6biir ¢izge bulunur.

> Yukardaki 11 ¢izge rastgele konulmamustir. Altalta gelen cizgeler birbirleriyle ilintilidir. Ust kattan herhangi bir
¢izgeyi alalim. Bu ¢izgenin bagmtilarini silelim ve baginti olmayan yerlere baginti koyalim. Bdylece alt kattaki
cizgeyi elde ederiz. En sagdaki ¢izge icin ayn1 seyi yapacak olursak gene ayni ¢izgeyi elde ederiz. Altalta gelen iki
cizgenin olasiliklart aynidir. Yazi-tura atildiginda aynidir. Eger zar atarak bagmntilara karar verecek olursak
olasiliklar degisebilir. Ornegin, zar attigimizda 6 gelirse baginti koymaya, gelmezse baginti koymamaya karar
verecek olursak, ¢izgenin bagint1 sayis1 ¢ogaldikca olasiligi azalir.



alalim. Bu iki noktadan higbirinin diledigim gibi bir nokta olmama olasiligi (3/4)” tiir. Eger n tane
nokta alirsak, bu n noktadan higbirinin diledigim gibi bir nokta olmama olasilig1 (3/4)" tiir. Ama n
biiylidiikge (3/4)" azaliyor, sifira yakinsiyor. Demek ki, 3, 4, 5, 6,... noktalarindan higbirinin
benim istedigim gibi bir nokta olmama olasilig1
lim, -, (3/4)" =0,
ve en az birinin benim istedigim gibi bir nokta olma olasilig
lim, (1 —(3/4)")=1.

Dolayisiyla 1 olasilikla diledigim gibi bir nokta vardir.

Rastgele cizgeler iizerine bir baska sonu¢ daha kanitlayalim. R, rastgele cizgeniz olsun.
Noktalarin adlarmi silin. Sonra herhangi bir sonlu ¢izge alin, 6érnegin yazinin basinda 6rnek
olarak sundugumuz 7 noktali ¢izgeyi. Onun da adlarini silin. Bu adsiz ve sonlu ¢izgeye S adini
verelim. § sonlu ¢izgesi, rastgele ¢izgenizin bir alt¢izgesidir, yani S ¢izgesini R ¢izgesinin i¢inde
bulabilirsiniz. Neden?

Su nedenden: Rastgele cizgenizin noktalarim yediser yediser ayirin. Ornegin sdyle
(noktalarin adlarini silmistik; asagidaki sayilar noktalarin adlar1 degil; yalnizca birbirinden
degisik noktalar oldugunu vurgulamak i¢in kullantyoruz bu sayilari):

R] = {1, 2, ceey 7}
R,=1{8,9, .., 14}

R,={Tn+1,7Tn+2,..,7n+7}
R, altgizgesine bakalim. Bu ¢izgenin S ¢izgesi olma olasiligi en az 1/
olasiligtysa en fazla 1 — 1/2”%%. Bu son olasiliga o diyelim.
0<a<1-12""<1
esitsizliklerine dikkatinizi ¢ekerim. R; ¢izgesinin S ¢izgesi olmama olasiligl a. R; ve R,
¢izgelerinden higbirinin S ¢izgesi olmama olasiligiysa o. Genel olarak, R, ..., R, cizgelerinden
higbirinin S ¢izgesi olmama olasilig1 o; en az birinin S olma olasihigiysa 1 — . o, 1’den kiigiik
oldugundan, o sayilari n arttika kiigiilip 0’a yakinsarlar®. Dolayisiyla 1 — o” sayilar1 1’e
yakinsar. Sonsuz tane R, cizgesi oldugundan, bunlardan birinin § olma olasiligi 1’dir.
Dolayisiyla, R cizgesinde S’ye tipatip benzeyen bir alt¢izge (1 olasilikla, yani yilizde yiiz) vardir.
Son olarak yazinin baginda iddia ettigim savi kanitlayayim. Sizin elinizde rastgele bir ¢izge
var. Bu ¢izgeye R = (N, B) diyelim, noktalariniz da
ay, dp, ds, da....
olsun. Benim ¢izgeye R' = (N, B") diyelim. Noktalarim
al', Clz', Cl3', Cl3’,...
olsun. Bu iki ¢izgenin noktalarmin adlarin1 degistirecegim. a ve a’' noktalarin1 b ve o'
yapacagim. Ve bu ad degistirmeyi Oyle yapacagim ki, noktalarin adlarini sildigimizde iki
¢izgenin birbirinin aynis1 oldugu apacik belli olacak. Bagmntilara dokunmayacagim. Yalnizca eski
adlart silip yeni adlar koyacagim yerine, daha sonra bu yeni adlar1 da silecegim.
Gelgit yontemi denilen kullanacagim yontem, daha ¢ok matematiksel mantikta kullanilir.
Birinci Adim. Birinci adimda dise dokunur bir sey yapmayacagiz. R c¢izgesinden
baglayalim ise. a; noktasina b; diyelim bundan bdyle. R’ ¢izgesinde b;’e benzeyen bir nokta
bulabilir miyiz? Elbette! Herhangi bir nokta b,’e benzer. Ornegin a,’ noktasi. Bundan boyle a,’
noktasina b," adin1 verelim. Cizgelerimizin noktalar1 simdilik soyle:

2767 (neden?), olmama

 Eger a sayis1 0 < a < 1 esitsizliklerini sagliyorsa, n sonsuza gittiginde, /' sayilar1 sifira yakimsarlar. Bunu
Yakinsamak baglikli yazida acgiklamistik.



Ikinci Adim. Simdi R’ gizgesine gegelim. a,’ noktasina b, diyelim bundan béyle. Ve {b/’,
b,'} altgizgesine bakalim. b," ve b," arasinda baginti olabilir ya da olmayabilir. R ¢izgesinde dyle
bir a, noktast bulmak istiyorum ki {b;, a,} ¢izgesiyle {b)’, b2’} ¢izgesi — noktalarinin adlari
disinda — birbirinin ayni olsun. Diyelim b;’ ve b," arasinda bir bagint1 var. O zaman, R ¢izgesinde
Oyle bir a, noktasi se¢meliyim ki, a, noktasiyla b; noktast arasinda bagint1 olsun. Bdyle bir a,
noktast bulabilir miyim? 1 olasilikla bulabilecegimi iddia ediyorum. R g¢izgesinin hicbir
noktasinin b; noktasina bagintili olmama olasilig: sifirdir. Bu sdyle anlasilir. m herhangi bir dogal
say1 olsun. ay, as, ..., a,+ noktalarindan higbirinin b; noktasiyla bagintis1 olmamasinin olasilig
1/2" dir. Sonsuz tane noktamiz oldugundan, noktalardan higbirinin diledigim gibi bir nokta
olmama olasiligl lim,, _, » 1/2" = 0 dir. Demek ki, 1 olasilikla diledigim gibi bir nokta vardir. Bu
nokta a, olmayabilir, a3 olmayabilir, belki a4 de olmayabilir, ama bir tanesi b,’e bagintili olacak.
R c¢izgesinde boyle bir nokta secelim. Diyelim a4 noktasi b; noktasina bagintili. a4 noktasina
bundan boyle b, diyelim. Simdi
{b1, by} ve {b/', D)}
altcizgeleri — noktalariin adlar1 disinda — birbirinin aynidir.
Eger b’ ile b," arasinda bagint1 yoksa, R ¢izgesinde b; ile bagintis1 olmayan bir nokta segilir
ve bu noktaya b, adi verilir.
Cizgelerimizin noktalarini yeni adlariyla siralayalim:

R: b b a a a a a;

R’ b b a a a a as

Uciincii Adim. R ¢izgesine geri donelim. a» noktasi; R ¢izgesinin adi degistirilmeyen ilk
noktasi. Bu noktay1 b3 yapalim ve {bi, b,, b3} altcizgesine bakalim. Diyelim, b3 ile b; bagintili,
ama b, ile bagmtili degil. R' ¢izgesinde Oyle bir @, noktast bulacagiz ki a,’ noktasi b’ ile
bagintili olacak ama b, ile bagintili olmayacak. Eger dyle bir a,,’ bulabilirsek,

{bl, bz, b3} Ve {bl’, bz’, Cln’}
altcizgeleri, noktalarinin adlar1 disinda, ayni ¢izge olacaklar.

Boyle bir a,’ noktasi bulabilir miyiz? Evet! Biri olmazsa, bir baskas1 olmak zorunda. Ciinkii
as', a4, ..., 'y noktalarindan higbirinin diledigimiz gibi bir nokta olmama olasiligi (3/4)" dir ve
m sonsuza gittiginde bu olasilik 0’a gider. Demek ki diledigimiz gibi bir a,” noktast bulma
olasiligimiz 1’dir. Diyelim a¢’ noktasi isimizi goriiyor. as’ noktasinin adi bundan boyle b3’ olsun.
Cizgelerimizin noktalart simdi sdyle:

!

Doérdiincii Adim. Bu kez R’ ¢izgesinden ise baslayacagiz. Adimi degistirmedigimiz ilk

) nokta a3’. Bu
R: b b b a a a as noktaya by

diyelim  bundan

R bbb ba e aa g Simdi R



cizgesinde Oyle bir a, noktas1 bulalim ki,
{b1', bz', b3', b4'} Ve {bl, bz, b3, an} .
altcizgeleri — noktalarin adlarim1 dikkate almazsak — ayni ¢izge olsunlar. Oyle bir a, noktas1 1
olasilikla bulunabilir. Nasil bulunur? Yukardaki gibi... Higbir a, noktasinin istedigimiz gibi bir
nokta olmamasi olasiligr sifirdir. Demek ki birinin diledigimiz gibi bir nokta olma olasilig1 birdir.
Boylecene siirdiiriiriiz. Tek sayili adimlarda R ¢izgesinden, ¢ift sayili adimlarda R’
¢izgesinden baglariz. Bu yontemle ne benim ¢izgemden ne de sizin ¢izgenizden nokta unutulmaz.
Sonsuza dek siirdiirdiigiimiizde, noktalarimiz b ve b’ harfleriyle yazilmis olur ve her » i¢in,
{b1, ..., by} ve {bi', .., b}
altgizgeleri, adlar1 disinda, birbirinin aynisidir. Dolayisiyla, {bi, b,, bs,...} ve {b\', by', bsy',...}
cizgeleri arasinda — noktalarinin adlar1 disinda — hi¢ ama higbir ayrim yoktur.
Demek ki R ve R’ ¢izgeleri arasinda — noktalarinin adlar1 disinda — bir ayrim yoktur.
Ne kanitladik? Sizin rastgele ¢izgenizle benim rastgele ¢izgem birbirinin esidir. 1 olasilikla!
Hatta sunu da soyleyebilirim: R ¢izgesinden bir noktay1 ve bu noktanin biitiin bagintilarini
silersek, elde ettigimiz ¢izge de rastgele bir ¢izge olur, yani baslangictaki ¢izgeyle — noktalarinin
adlar1 disinda — bir ayrim yoktur.



