Bir Tekhiicrelinin Soyunu Sonsuza Dek Stirdiirme Sansi

Ali Nesin
® kiye boliinerek tireyen tekhiicreliler vardir. Tekhiicreli ve tekcinsiyetlidirler galiba.
ILisede o0grenmistim. Unutmusum. Kimseye gereksinmeden ikiye boliinerek iireyen bir
yaratik diisiinelim. Ornegin amip. Aklimda yanlis kalmadiysa amip ikiye boliinerek iirer,
aklimda yanlis kaldiysa da 6nemi yok, amibin ikiye boliinerek liredigini varsayalim bu

yazilik.

Kimi amipler, ¢esitli nedenlerden, ikiye bdliinemeden, yani lireyemeden Sliirler. Amiplerin
p olasilikla ikiye boliindiiklerini, 1 — p olasilikla da iireyemeden 6ldiiklerini varsayalim. Burda p,
0’la 1 arasinda bir sayidir. Eger p = 0 ise biitiin amipler iireyemeden oliirler. Eger p = 1 ise, biitlin
amipler trerler, herbiri ikiye boliiniir. Eger p = 1/2 ise, bir amip iiremekle 6lmek arasinda karar
vermek i¢in yazi-tura atar, 6rnegin yazi gelirse iirer, tura gelirse Oliir. Eger p = 1/6 ise, bir amip
tiremekle 6lmek arasinda karar vermek icin zar atar, drnegin ses gelirse lirer, yoksa oliir.

p’nin degeri deneyle bulunur. Once p’nin deneyle nasil bulunabilecegini gérecegiz. Bu,
oldukga kolaydir.

Ardindan, tek bir amibin soyunu sonsuza dek siirdiirebilme sansinin sifirdan biiylik olmasi
icin p’nin en az kac¢ olmasi gerektigini bulacagiz. Eger p, 0’a yakinsa, yani amipler biiyiik bir
olasilikla lireyemeden Oliiyorlarsa, tek bir amibin soyunu sonsuza dek siirdiirebilmesi oldukca
kiigiik bir olasilik olmaly, sifir bile olabilir bu olasilik. Ornegin p sifirsa, amip kaginilmaz olarak
Olecektir, soyu bir kusak bile siirmeyecektir. Eger p = 0,001 ise, amip binde bir olasilikla bir
kusak iireyebilecektir; cok kiigiik bir olasilikla bile olsa, soyunu sonsuza dek siirdiirme sansi
olabilir; belki de hi¢ dyle bir sans1 yoktur... Hesapsiz kitapsiz belli mi olur? Ote yandan, p, 1’e
yakinsa, amibin soyunu sonsuza dek stlirdiirme olasilig1 sifirdan biiyiik bir say1 olabilir.

Bu sorunun yanitini bulduktan sonra, arastirmada ¢ogu zaman oldugu gibi, sorularimizi
cogaltacagiz.

Deneyle p’yi Bulmak'. Bir amibin iiremesi ya da Olmesi i¢in dogumundan sonra bir saate
gereksindigini varsayalim. Cok sayida yeni dogmus (!) amip, diyelim 1 milyon tane, bir saat
boyunca biiyiik¢e bir kavanozda bekletilir’. Bir saat sonra kavanoz acilir ve kavanozdaki amipler
sayilir. Bu say1 0’la 2 milyon arasinda degisen bir say1 olmalidir elbet. Eger bir saat sonra
kavanozdan hi¢ canli amip ¢ikmamigsa, amipler hep Oliiyor, hi¢ iiremiyorlar demektir, yani p =
0’dir’. Eger 2 milyon amip ¢ikmissa, o zaman hi¢ amip 6lmemis, hepsi iiremis demektir,
dolayisiyla p = 1’dir. Eger kavanozdan gene 1 milyon amip ¢ikmigsa, o zaman amiplerin yarisi
(500 bini) dlmiistiir, biir yaris1 tiremistir, yani p = 1/2°dir.

Matematiksel olarak p’yi nasil buluruz? 1 milyon amibin bir saat sonra N tane oldugunu
varsayalim. N’yi biliyoruz, p’yi bulmaya calisiyoruz. Bu 1 milyon (yani 10°) amibin p x 10°
tanesi tiremistir’, her biri iki amip olmustur. Geriye kalan (1- p) x 10° amip 6lmiistiir. Yani
kavanozda bir saat sonra 2 x p x 10® amip olmalidir. Demek ki, N =2 x p x 10°. Bundan da p =
N/(2x10°) esitligini buluruz.

! Atiyorum kafadan... Bu konuda herhangi bir bilgi sahibi degilim. Ama herhalde anlatacagim gibi yapilsa gerek.

2 Kavanoz bityiik olmali ki, yer yoklugu amiplerin rahat rahat tiremelerini engellemesin.
3 Yeryiiziinde amip oldugundan, deney sonucunda gergekten p = 0 bulmussak deneyde bir hata yapmisiz demektir.

4 Asagi yukari elbet... Kavanoza baglangigta ne denli ok amip koyarsak, gergek p’ye o denli yaklasiriz.



Genel olarak, kavanoza baslangigta M amip koymussak ve bir saat sonra kavanozda N amip
bulmussak, o zaman p = N/2M’dir.

Birinci soruyu yanitladik. ikinci soruya gecelim. ikinci soruyu yanitlamak biraz daha zor.

Bir Amibin Soyunu Sonsuza Dek Siirdiirme Olasiligi. Tek bir amibin soyunu sonsuza dek
siirdiirememe olasiligina x diyelim. x’i hesaplamak istiyoruz’.

Evet... Tek bir amibimiz var. Bir saat sonra bu amip 1 — p olasilikla 6lecektir. Demek ki x
en azindan 1 — p olmalidir. Amip p olasilikla ikiye boliiniip 2 amip olacaktir. Bir resim yapalim.
PS Amibimiz baglangicta, sifirinc1 saatte, yandaki seklin en st
noktasi. Bir saat sonra, amip 1 — p olasilikla sol oku sececek ve
Olecek, p olasilikla sag oku segecek ve birken iki olacak. Sol oku
I-p P izlerse, soy daha ilk kusaktan tiikenir. Sag oku izlerse, ikinci kusakta
iki amip olusur. Bu iki amibin herbiri de bir saat sonra ya dlecek ya
ireyecektir. Her ikisi birden olebilir, salt biri 6lebilir, her ikisi
birden iireyebilir. Yani birinci amibimizin soyunun kurumasi igin,

birinci amip,
1) Ya sol oku izleyip 6lmeli.
2) Ya da sag oku izlemeli ve olusan ikinci kusak amiplerin her ikisinin de soyu kurumali.
Dolayisiyla,

x = Sol oku izleme olasilig1 + (sag oku izleme olasiligr) x (iki
amibin soylarmin kuruma olasilig1)

denklemi gecerlidir. Sol oku izleme olasiliginin 1 — p, sag oku izleme olasiliginin p oldugunu

biliyoruz. Demek ki,

x = (1-p) + px(iki amibin soylariin kuruma olasilig1)
esitligini bulduk.

Eger tek bir amibin soyunun kuruma olasilig1 x ise, her iki amibin de soyunun kuruma
olasilig1 x**dir’. Demek ki, x = (1-p) + px” esitligi gegerlidir. Bu, ikinci dereceden bir denklemdir.
Kolaylikla ¢oziiliir.

Eger p =0 ise, x = 1°dir.

I-p
7

Demek ki, p # 0 ise, x ya 1’e ya da (1 — p)/p’ye esittir. Her ikisine birden esit olamaz elbet’.

Dogru yanit hangisidir? 1 mi yoksa (1 — p)/p mi? Belki kimi zaman 1°dir, kimi zaman (1 — p)/p...

Eger p # 0 ise iki ¢6ziim bulunur: yax=1yadax =

Hangi Yanit Dogru? x’in en fazla 1 olabilecegini biliyoruz. Ciinkii x bir olasiliktir ve
olasiliklar 0’la 1 arasinda degisirler. Dolayistyla, eger (1 — p)/p sayis1 1’den biiyiikse, ikinci yanit
dogru olamaz, birinci yanit dogru olmali, yani x = 1 olmali. Kolay bir hesap, ancak p < 1/2 ise, (1
—p)/p = 1 oldugunu gosterir. Demek ki p, 1/2’den kiigiik oldugunda x = 1°dir, yani amibin soyu
kesinlikle sonlu bir zaman sonra tiikenir. Sezgimiz de bunu sdylemiyor mu zaten? Sezgimiz, p
kiigiikse, amibin soyunu sonsuza dek siirdirmeme olasiligiin biiyiik oldugunu, yani 1’e yakin

5 Amiplerin birbirlerinden bagimsiz iiredigini varsayacagiz, 6rnegin amiplerin ¢ok iireyip, yer ve yemek i¢in birbirleriyle kavga etmeyeceklerini varsayacagiz. Ayrica sunu da belirtmekte yarar
var: Eger tek bir amibin soyunun sonsuza dek siirme olasilig: sifirsa, sonlu tane amip i¢in de bu olasilik sifirdir.

6 Omegin bir zar atildiginda ses gelme olasihigr 1/6°dur. iki zar atildiginda, her ikisinin de ses gelme olasiligr 1/36°dur, yani (1/6)2’dir.

7 Yalan! Yalmzcap = 1/2 ise her ikisine birden esit olabilir.



oldugunu soyliiyor. Demek ki bu olasilik 1’mis. Dolayisiyla, p < 1/2 ise, amibin sonsuza dek
yasama olasilig1 yoktur.
Peki, 1/2 < p ise, x ka¢ olmali? Bu soruyu yanitlamak biraz daha zor. Coziimlememizi
derinlestirmemiz gerekiyor. Bundan bdyle 1/2 < p varsayimini yapacagiz. O zaman,
I-p_
e 1 (1)
esitsizligi gegerlidir. Bunu aklimizda tutalim.
En fazla n saat sonra hi¢ amip kalmama olasiligina x, diyelim. Yani x,, n’inci kusak amip
yetismeme olasil1g1, amip soyunun birinci, ikinci,... ya da n’inci kusakta 6lme olasiligi. Ornegin,
X1 = 1- p
x=(1-p)+p(1 -p)’
dir.
Biraz diisiliniince, x’in x,’lerin limiti oldugunu anlariz (n sonsuza gittiginde.)
Ciinkii x,, n kusak amip yetismeme olasiligidir, x de sonsuzda amip kalmama olasiligidir.
Yani,
lim, & X, =X (2)
esitligi gecerlidir. Bunu da aklimizda tutalim.
Dogru yanit1 bulmak i¢in ti¢iincii bir olguya daha gereksiniyoruz. O da su: 1/2 < p ise,
5 <L ®)
Bu esitsizligi # iizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. x; = 1 — p oldugundan, (3) esitsizligi n = 1
i¢in gecerlidir. Simdi (3)’{in 7 i¢in gegerli oldugunu varsayip (3)’i bir sonraki say1 olan n+1 i¢in
kanitlayalim. Ancak bunu yapabilmemiz i¢in, x,’yle x,.; arasinda cebirsel bir iliski bulmaliyiz,
yoksa x, lizerine bildigimiz bir bilgiden x,+, lizerine bir bilgi ¢ikaramayi1z.
Nasil yukarda x = (1 — p) + px” esitligini bulmussak, tamamiyla ayni yontemle,

Xye1 = (1p) + px’ (4)
esitligi bulunur. Artik isimiz is... (4)’1 ve timevarim varsayimi olan (3) esitsizligini kullanarak,
1-p
<

Xn+1 =
p

esitsizligini kanitlayabiliriz. SOyle kanitlariz:

1- p\2 1-n)? 1-
xnﬂ‘“)(l—p)+pxn2$(1—p)+l’(_p£) = _P)Jr(_pL):_pB

(3) esitsizligi kanitlanmustir.
Simdi dogru yanit1 bulabiliriz: Eger 1/2 < p ise,

<B 1-p <)y
p

2) -
x=® im0 X,

1—
Demek ki, x < —pﬁé 1. Bu son esitsizliklerden, eger 1/2 < p ise, x’in (1— p)/p oldugu

anlagilir.
Sonug olarak,
1 eger0 <p<1/2ise
= 1 —
x —pﬁ eger 12 < p < lise
sonucunu bulduk. Yani amibin soyunu sonsuza degin siirdiirebilme olasiliginin 0 olmamasi igin,
p, 1/2°den biiylik olmalidir.



x, p’ye bagl bir gondermedir (fonskiyondur) 4
elbet. iste bu géndermenin grafi:

Yeni Problem. Bu kez yaratifimiz p olasilikla
tice boliinsiin, 1 — p olasilikla 6lsiin. Uge béliinen bir
yaratigin gergekten olup olmamasi beni hi¢ mi hi¢
ilgilendirmiyor. Bu yazilik siz de ilgilenmeyin bu
diinyasal sorunla.

p olasilikla {ige béliinen varsayimsal yaratigin 172 Ly
soyunu sonsuza dek siirdiirme sansi olmasi icin p ka¢ olmalidir? Matematik¢i okur, yazinin
siiregini okumadan 6nce bu soruyu kendi kendine yanitlamaya ¢alismalidir.

Yaratik bu kez iki yerine iige boliindiigiinden, yaratigin sonsuza dek soyunu stirdiirebilme
olasilig1 daha yiiksek olmalidir.

Az once ¢ozdiiglimiiz problem gibi ¢oziiliir bu problem de. Ancak hesaplar biraz daha
karmasiktir.

Bukez, x=(1-p)+ px2 denklemi yerine, x = (1 —p) + px3 denklemini elde ederiz®.

Eger p = 0 ise, bir sorun yok: x = 1°dir. Bundan bdyle p’nin 0 olmadigini varsayalim. O
zaman yukardaki denklem, iiclincii dereceden bir denklemdir ve c¢dzmesi ikinci dereceden
denklemden biraz daha zordur. Ancak x = 1 bir ¢bziim oldugundan, px’ — x + (1 — p) polinomu x
— 1 polinomuna béliiniir. Bolme yapildiginda,

P’ —x+(1-p)=plx - 1)()62 +tx-

elde edilir. Bundan da (1)’in biitlin ¢6ziimleri bulunur:

=)
p

x=1
1+ 4-3p
_ p
X 2
. 4-3p
3 p
X 2

Ucgiincii ¢6ziim her p igin negatif bir say1 verdiginden problemimizin yasal bir ¢dziimii
olarak kabul edilemez. Ayrica, p < 1/3 oldugunda, ikinci ¢6ziim 1’den biiyiiktiir ve dolayisiyla bu
sikta o ¢coziim de yasal bir ¢oziim degildir. Demek ki p < 1/3 oldugunda x = 1’dir. Ama p = 1/3
oldugunda, dogru yanit birinci esitlik de olabilir ikincisi de. Hangisi?

Bundan boyle p = 1/3 esitsizligini varsayalim. x, ilk problemde tanimlanan olasiliklar
olsun. Yukarda da gosterdigimiz gibi, x, x,,’lerin sonsuzda limitidir.

a, ikinci segenek olsun. Yani
4-3p

p

1+

a =
2
olsun. a < 1 esitsizligini biliyoruz, bilmiyorsak da kolaylikla kamtlayabiliriz. Ayrica a* + a —
(1 — p)/p = 0 esitligini biliyoruz. Bunu ve x,+1 = (1 — p) + px,’ esitligi kullanilarak, tiimevarimla
x, < a esitsizligi kolaylikla kanitlanabilir. Kanit1 okura birakiyorum.

8 X’in yaratigin soyunu sonsuza dek siirdiirememe olasilig1 oldugunu okura animsatirim.



Simdi, x = lim, -, » x, < @ < 1 elde ederiz. Demek ki p = 1/3 ise, x = a’dur.

Bir Problem Daha. Simdi yaratigin p, olasilikla 61diigiinii, p; olasilikla ne 6ldiigiinii ne de
boliindiigiinti, p, olasilikla ikiye boliindiiglinii ve ps olasilikla {ice boliindiigiinii varsayalim. Bu
tuhaf yaratigin bu dort segenekten baska secenegi olmasin. Demek ki,

Potpitpatps=1
esitligi gecerlidir. Yaratigin soyunun sonlu bir zaman sonra kuruma olasiligini (x’1) hesaplayin.
Hesaplar biraz daha karmasik olsa da yukardaki yontem sonucu veriyor. Su sonu¢ bulunmasi
gerekiyor:

Eger p3 # 0 ise,

leger p, = 2p3 + py ise

_ 2
YT p—pat V(pz +p3) +4pyps
2p3

eger p, = 2p3 + p; ise
Eger p; =0 ise,
_( 1 eger p, = pyise j
~ \po/p1 eger p, < p1 ise
Bu konuda daha genis bilgiyi [8,9]’da bulabilirsiniz. Her ag¢idan daha ilging olan erkek ve
disi gerektiren tiremelerle ilgilenirseniz [10]’a bakin.



