Cekirge Kac Sicrar ya da “Rastgele Yiiriyiis”
Ali Nesin

Bir ¢ekirge ¢ok ama ¢ok uzun bir yol {iistiinde. Cekirge one ya da arkaya 1 metre
sigrayabiliyor. Belli bir olasilikla one, belli bir olasilikla arkaya sigriyor. Ornegin, dne ya da
arkaya sigramak icin c¢ekirge yazi tura atabilir, yaz1 gelirse One, tura gelirse arkaya sigrayabilir.
Ya da zar atabilir, ses gelirse arkaya, gelmezse One sigrayabilir.

Diyelim ¢ekirge p olasilikla 6ne, g olasilikla arkaya sigradi. Elbette p + g = 1°dir. Cekirgenin,
bir zaman sonra (yani sonlu bir zaman i¢inde, ama zaman limiti olmaksizin), 6rnegin, 1000 metre
ileri gitme olasilig1 kagtir?

Cekirge oOnce arkaya, sonra iki kez One, sonra bes kez gene arkaya sigrayabilir. Yani
¢ekirgenin 1000 metrelik yolu birdenbire, dosdogru gitmesi gerekmez. Bir arkaya, iki 6ne giderek
de 1000 metre 6ne gidebilir.

En iyisi ¢ekirgeyi bir say1 dogrusu iistiinde yol alirken gostermek:

Cekirgenin baglangigta bulundugu noktaya sifir (0) diyelim (Resimde bu nokta C harfiyle
gdsterilmis.) Obiir noktalar1 tamsayilarla alisik oldugumuz iizere numaralayalim: C’nin solundaki
ilk noktaya —1, sagindaki ilk noktaya 1 diyelim...

Cekirge p olasilikla 1 metre saga, g olasilikla 1 metre sola gidiyor. Bir siire sonra ¢ekirgenin
1000 metre saga gitme olasilig1 kagtir?

Elbette p ne kadar biiyiikse, ¢cekirgenin 1000 metre saga gitme olasiligi da o kadar biiytiktiir.

Ornegin, eger p = 1 ise, yani ¢ekirge hep saga dogru ilerliyorsa, o zaman yiizde yiiz olasilikla
cekirge 1000 noktasina ulasir (ve tam 1000 sigrayista ulasir.)

Ote yandan p = 0 ise, ¢ekirge hep sola gitmek zorundadir ve hicbir zaman 1000’e varamaz.

Yap=1/2ise?

Ya da p baska bir sayiysa? O zaman g¢ekirgenin 1000’e ulagsma olasiligi kagtir?

Cekirgenin n’ye ulagma olasiligina x, diyelim. Yukarda xj00’i sorduk. Eger n > 0 ise, x, = x;"
dir. Ciinkii ¢ekirgenin n metre saga gidebilmesi i¢in, ¢ekirgenin n» kez 1 metre saga gitmesi
gerekmektedir. Dolayisiyla, sorumuzun yanitini bulmak i¢in x;’1 hesaplamak yeterlidir.

Cekirge p olasilikla daha birinci sigrayista 1’e ulasacaktir. Ote yandan ¢ olasilikla ilk
sicrayista —1’e gelecektir. Bu ikinci durumda, 1’e gelebilmek icin cekirgenin 2 metre saga
sigrayabilmesi gerekmektedir. Yani, ¢ekirge 1’e ulagsmak igin

a) Ya ilk sigrayisinda saga sicrayacaktir (p olasilikla),

b) Ya da ilk sigrayisinda sola sigrayacaktir (¢, yani 1 — p olasilikla) ve bundan sonra iki adim
saga sigramasi gerekecektir (x; olasilikla.)

Demek ki, x; = p + (1 — p)xz esitligi gecerlidir. Ama x, = x;°. Demek ki,

xi=p+(-px’
esitligi gegerlidir.

Bu, ikinci dereceden bir denklemdir:

(1-pyxi*—x1 +p=0.



Cozelim:

. 0=(1-pi’*—xi +p=(1-x)p-(1-pm),
yani

yax;=1yadax; = %.

Hangisi? Eger p > 1/2 ise (yani p > q ise), ﬁ > 1 oldugundan (neden?), bu sikta dogru yanit

1’dir. Demek ki, p > 1/2 ise g¢ekirgenin sonlu (ama belirsiz) bir siire sonra 1’e gelme olasilig
yiizde yiizdiir, dolayistyla 1000’e, yada pozitif herhangi bir sayiya varma olasilig1 yilizde yiizdiir.
Eger p < 1/2 ise, yani p < g ise bu olasilik kagtir? Gene x;’1 hesaplamak yeter elbette.
Yukardakinden daha ayrintili bir ¢6ziimleme (analiz) yapmaliy1z.
Asagidaki sekle bir gbz atalim.
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En alt sol noktadan, yani (0, 0) noktasindan baslayarak, c¢ekirge dogru lizerinde sola
sigradiginda yukardaki sekilde bir adim yukari ¢ikalim ( T ), saga sigradiginda yukardaki sekilde
bir adim saga gidelim ( — ).

(1, 0), (2, 1), (3, 2) gibi, sekilde koyu renkle belirtilmis noktalara varilirsa, ¢ekirgenin dogru
iizerinde 1 noktasina ulastig anlasilir. Ornegin yukardaki sekilde (1, 0) noktasma varilirsa,
cekirge hemen, daha ilk hamleden 1 noktasina sicramis demektir. Eger (2, 1) noktasina varilirsa,
¢ekirge dogru iizerinde 6nce bir adim sola ( T ), sonra iki adim saga ( — ) sigranus demektir.
Eger (3, 2) noktasina varilirsa, ¢cekirge dogru lizerinde ya sol-sag-sol-sag-sag yapmustir ya da sol-
sol-sag-sag-sag. Yani (3, 2) noktasina iki degisik bicimde ulasilabilir. (4, 3) noktasina da bes
degisik bicimde ulagir:

sol-sag-sol-sag-sol-sag-sag = T>T>T—>—
sol-sag-sol-sol-sag-sag-sag = T>TT>—-—
sol-sol-sag-sag-sol-sag-sag = TT>—->T—>—
sol-sol-sag-sol-sag-sag-sag = TT>TH>—->—
sol-sol-sol-sag-sag-sag-sag = 1 T>—>—>—

Genel olarak, cekirge (0, 0) noktasindan baslayarak kag cesitli yoldan (n + 1, n) noktasina
ulagabilir? Bilmiyorum ve umarsamiyorum ve bilmeyi de arzulamiyorum. Biz gene de bu
bilmedigimiz sayiya f{(n) diyelim. Ornegin,

f0)=1
AH=1
f2)=2



f(3)=5
(0, 0) noktasindan (n + 1, n) noktasina giden her yolda, gekirge n kez sola ( T ), n+1 kez saga
( — ) gitmelidir. Bunun da olasihigi ¢"p"" dir. Demek ki ¢ekirgenin n kez sola, n + 1 kez saga
giderek 1 noktasma ulasma olasihigi, f{n)g"p"™"" dir. Dolayisiyla, ¢ekirgenin 1 noktasina ulasma

olasiligi,

o0
olas(p, )= 3. f(m)g" p""!
n=0
dir. Eger p > g ise, bu sayinin 1 oldugunu biliyoruz. Bunu yukarda hesaplamistik. Ya p < g ise?
Toplumsal infiale yol acabilecek su esitlige bakalim:

o0 o0 o0
olasp, )= Y f(ma"p"' =LY fmg"p"= L3 fmp"q"! = Lolas(g, p).
n=0 9 =0 9 =0 q
Eger p < g ise, ¢ > p oldugundan ve bu durumda olas(g, p) = 1 oldugundan, yukardaki
esitlikten, eger p < g ise,

olas(p, q) = 2 olas(q, p) = p/q
q

bulunur.

Demek ki, p < g oldugunda, x; = p/q imis. Dolayistyla x1000 = (p/g)'*® dir, genellikle oldukga
kiigiik bir olasiliktir bu da...

Bu tlir soruyu bir dogru tizerinde degil de bir diizlemde sorabilirsiniz, c¢ekirge kuzeye,
giineye, doguya, batiya sirayabilecegi bir diizlemde... Cok daha zor... Bu tiir sorular, matematigin
“rastgele yiiriiyilis” denen alanlaria girer.



