Cemberin Cevresi, Dairenin Alani, m’nin Degeri

Ali Nesin

oldugunu gérecegiz. Ilkokuldan beri ezberletilen bu formiillerin kanitlarin1 merak

etmemis olabilirsiniz. Ne yazik ki okullarda — salt Tiirkiye’de degil, diinyanin
hemen hemen her yerinde ve 6zellikle matematik derslerinde — dgrenciler sorgulamaya tesvik
edilmezler. Ogretmenin dedigi kabul edilir.

Yazinin ortalarinda 3 < & esitsizligini kanitlayacagim. Hemen, “cok kolay” deyip kaleme
kagida sarilmayin. 3 < m esitsizligini kanitlamak i¢in 7’nin taniminmi bilmek gerekir. 7w’'nin
tanimin1 biliyor musunuz? Sanmiyorum. Okullarda pek 6gretilmez. Bu esitsizligi kanitlamak i¢in
okullarda 6gretilen m = 3,14 yada m = 22/7 gibi (dogru olmayan) bilgiler kullanilmamalidir'.
Yazinin 8. bolimiinde ©‘nin tanimini verecegim. O tanim okunduktan sonra 3 < 7 esitsizligi
kanitlanmalidir, daha 6nce degil.

Cok basit matematikten baslayacagiz. Once iinlii Pisagor ve Tales teoremlerini
kanitlayacagiz. Bu biraz zaman alacak. Bu yiizden, Pisagor ve Tales teoremlerini ve kanitlarini
bilen okur, dilerse, dogrudan besinci boliime gidebilir.

. . .. 2
B u yazida, r yarigapli bir ¢emberin cevresinin neden 2mr, alaninin neden mr

1. Ucgenin Alant: Yiiksekligi h, tabani b olan bir iicgenin alani bh/2 dir.

b
Bu formiilii bilmeyen lise fen boliimii &grencileri tanidim ne yazik ki. Ote yandan,
gecenlerde gittigim 6zel bir ilkokulun besinci siif 6grencileri hem formiilii hem de kanitini
biliyorlardi. Sevindim elbet. Ama egitimdeki esitsizligi bir kez daha goriip iiziildiim de. ilkokul
Ogrencilerinin anlayabilecegi bu kanit bir sekille aciklanabilir.

Ucgeni yukardaki sekillerdeki gibi “ikiyle ¢arpalim.” Boylece, yiiksekligi 4, taban1 b olan
bir dikdértgen elde ederiz. Dikddrtgenin alani b/ oldugundan?, tiggenin alani bA/2 dir.

1 Okullarda, genellikle w’nin 3,14’ esit oldugu Ggretilir. Bu dogru degildir. 7 sayist asagi yukari 3,14 ’tir. Tam 3,14 degildir. Ornegin = sayis1 3,14159°a daha yakindir. 7 sayisi, 3,14159 diye
baslar ama sonsuza dek, hi¢ yinelenmeden siirer gider. Bunu kanitlayabilmek i¢in 6nce m’nin tanimini bilmek gerekir. Tanimi bilinmeyen bir sayinin degeri de bilinemez elbette. Tanimlandiktan
sonra bile monin degerini bulmak kolay degildir.

22 Kenarlari b ve h olan bir dikdortgenin alaninin b/ oldugunu bir belit (aksiyom) olarak ya da alan kavraminin tanimimin bir pargasi olarak kabul edin, oyledlr



2. Pisagor Teoremi. Pisagor teoremi, Bir dikiiggenin dik ag¢isimin kenarlarinin
uzunluklarimin karelerinin toplami 6biir kenarmn uzunlugunun karesine egittir, der. Sekille
sOylemek gerekirse,

Bu teoremi kanitlayacagiz simdi. Uzunlugu c olan kenara bir kare insa edelim:

Yamuk duran karenin bir kenarmin uzunlugu
¢’dir, demek ki alan1 ¢*’dir. Simdi ayn1 alan1 bagka
tiirlii hesaplayacagiz.

Karede dort iiggen var ve herbirinin alan1 ilk

licgenimizin alanina esit, yani her iiggenin alani
ab/2. Yamuk karenin i¢inde bu dort iiggenden baska,

a b-a bir de kiigiik kare var. Bu kii¢iik karenin her kenar1 b

c — a oldugundan alan1 (b — a)*’dir. Demek ki yamuk
karenin alani ayni1 zamanda bu alanlarin toplamina
a ¢ esittir:
b
Dort tiggenin alani 4  x : 2ab
ab/2
Kiigiik  karenin (b—a) : b*— 2ab+
alani 2 a*
Toplam alan @+ b

Dolayisiyla ¢ = o + b” esitligi gegerlidir. Pisagor teoremini de kamtladik.
Sira Tales teoremini kanitlamaya geldi. Tales’in teoremini iki asamada kanitlayacagiz.

3. Tales’in Teoremi (1): Asagidaki sekilde HC/H'C' = AH/AH' esitligi gecerlidir.
A AH'C' iggeninin alanini iki tiirlii hesaplayacagiz.
Bu alan, her seyden 6nce, AH'xH'C'/2’ye esittir.
Ayn1 zamanda AHC tiggenininin, HCTH' dikdortgeninin ve
CTC' iiggeninin alanina esittir, yani,
AHxHC/2 + HCxHH' + CTXTC'/2
ye esittir. Demek ki,
AH'xH'C'[2 = AHxHC/2 + HCxHH' + CTxC'T/2
esitligi dogru. Bu esitlikte,
HH' yerine AH' — AH,
CT yerine AH' — AH,

C'Tyerine HC' — HC
koyalim, ¢arpip sadelestirelim, istedigimiz esitligi elde ederiz.



4. Tales’in Teoremi (2): Asagidaki sekilde AC/HC = AC'/H'C' esitligi gegerlidir.
A
Yukardaki teoremi ve Pisagor teoremini kullanacagiz:
AC2 ‘:(Plsagor) AH2 + HC2 :(Tales 1) (AH’ZXHCZ/H’CVZ) + HCZ
:(ceblr) (HCZ/Hr CIZ)(AHyZ + HC/Z)

=(Pisagon (T2 C'%) x AC'™.

H | Simdi iki tarafin da karekokiinii alarak diledigimiz esitligi
kamtlayabiliriz’.
H T ¢ 5. Diizgiin Cokgenler. Bir ¢embere diizgiin ¢okgenlerle

yakinsayabiliriz. Ornegin, gemberin igine yerlestirilen bir diizgiin
sekizgenin ¢evresi, gemberin ¢evresine oldukg¢a yakindir.

Eger ¢emberin icine bir diizglin onaltigen yerlestirirsek, ¢embere
daha da yaklasmis oluruz.

Cokgenin kenar sayisini ne kadar ¢ok artirirsak, gembere o kadar
cok yakinsariz. Cokgenin gevresi, ¢emberin g¢evresinden her zaman
daha kiigiiktiir, ama aradaki fark kenar sayis1 arttik¢a kiiciiliir, oyle ki
“sonsuzda” bu iki g¢evre birbirlerine esit olurlar. Bir baska deyisle,
¢ember, bir diizgilin sonsuzgendir.

Ayni sey cemberin icerdigi alan, ki ona “daire” denir, i¢in de
gecerlidir. Diizgiin ¢okgenin alani, kenar sayisi arttikca, dairenin

alanina yakinsar ve “sonsuzda” iki alan birbirine esit olur.

6. m’'nin Tanimmi. Pek yakinda 7 yarigapli bir g¢emberin ¢evresinin 277 oldugunu
kanitlayacagiz. Bir an i¢in bunu bildigimizi varsayarsak, bir ¢emberin ¢evresi yarigapina
boldiindiigiinde 27 elde edildigini goriiriiz. Bu, biitiin ¢emberler i¢in gegerlidir. Yani herhangi bir
cemberi yarigapina bolersek, hep ayni sayiyi, bir sabiti (2n’yi) elde ederiz. Bunu kanitlayalim.
Kanittan hemen sonra 7 sayisini tanimlayacagiz.

Ayn1 merkezli iki gember ele alalim. Bu ¢emberlerin i¢ine diizgiin ¢okgenler oturtalim:

Cokgenlerin kenar sayisina n diyelim. Her ne denli n sekilde 8 ise
de, biz n’nin ¢ok, ama ¢ok biiyiik, “sonsuza yakin” (ne demekse!) bir
say1 oldugunu varsayalim.

Kiiclik ¢emberin ¢evresine ¢, biiylik ¢emberin c¢evresine /'
diyelim. Kiigiik ¢emberin ¢apina r», biliylik ¢emberin c¢apina da 7'
diyelim. Ve kiigiik cokgenin g¢evresine 7, biiyiik cokgenin ¢evresine /',
diyelim.

Uggenlerden birini biiyiiltelim:

? Tales teoremi biraz daha geneldir, ama hem o genel haline gereksinmeyecegiz, hem de o genel hali bu iki 6zel halden kolayca
¢ikar.



Elbette,
r=AB ver = AB' (2)
ile
l,=nxBCvel',=nxB(C
esitlikleri gecerlidir.
Birazdan //r = 0'/¥' esitligini kanitlayacagiz.
/, agag1 yukarn /,’ye, yani n x BC’ye esit. n biiylidiikce BC kiigiiliiyor ve n x BC sayis1 {’ye
yakinsiyor. Demek ki
{=/0,=nxBC
ve
U'=0'y=nxB'C 3)
asagiyukariliklar gegerlidir4.
Simdi (1), (2) ve (3)’ii kullanarak hesaplayalim:
0y =2 1/AB ~® n x BCIAB = n x 2BHIAB ="** n x 2B'H'/AB' = n x B'C'/AB' & ('/AB’
=@ gy
Boylece ¢/r = ('/¥' esitligi kanitlanmis oldu’.
Demek ki, herhangi bir ¢gemberin uzunlugunu yaricapina bdlersek hep ayni sayiy1 buluruz
yani //r sayisi, gember ne olursa olsun, degismez, hep aynidir, bir sabittir. Hi¢ degismeyen bu //r

sabitinin yarisi da, yani //2r sayis1 da bir sabittir. Bu sabite dzel bir ad verelim: . Iste simdi n’yi
tanimladik:

n=1/{/2r. 4)

7. “3 < m” Esitsizligi. ©’yi tanimladik ama degerini bilmiyoruz. Yukardaki tanimdan
hareket ederek, 3 < 7 esitsizligini kanitlayalim.

* Bu asagiyukariliklar matematikte
{=1lim, _ , ¢,=lim,_, ,nxBC
ve
0'=1im, ., ¢',=lim, ,,nxB'C
olarak yazilir. Ornegin birinci esitlik, “n sonsuza gittiginde, n x BC sayis1 £‘ye gider” diye okunabilir.
> ~ imiyle gosterilen asagiyukariliklardan rahatsiz olan okur, limit kavramini kullanmalidir. O zaman yukardaki hesap soyle olur:
Ur=10/AB=1lim, ,,nxBC/AB=1im, _,, nx B'C'/AB' = ('/AB' = l'Ir".



Bir dairenin icine diizglin bir altigen yerlestirelim. Dairenin
yarigap1 » olsun. Demek ki dairenin ¢ap1 2». Tanima gore, dairenin
cevresini 27’ye bolersek n’yi elde ederiz. Bir baska deyisle, dairenin
cevresi 2mr'ye esittir. Ote yandan diizgiin altigenin cevresi 6r.
Diizgiin altigenin ¢evresi dairenin ¢evresinden daha kiigiik
oldugundan 6r < 2mr elde ederiz. Sadelestirirsek, 3 < w bulunur, ki
bu da bizim kanitlamak istedigimiz esitsizliktir zaten.

Bu kanit1 biraz daha az s6zle soyle gdsterebiliriz:

Dairenin Cevresi = 2mtr

Altigenin Cevresi = 6r
Demek ki 6r <2mr
Yani 3 <.

8. Cemberin Cevresi. » yarigapli bir gember ele alalim. Bu ¢gemberin g¢evresine ¢ diyelim.

Uciincii boliimdeki tanima gore m = ¢/2r’dir. Demek ki ¢ = 2mr°dir! Cemberin cevresinin
formiiliinii bulduk”.

9. Dairenin Alani. Simdi, » yarigapli bir dairenin alanin1 bulalim. Alanin Tcrz’ye esit
oldugunu kanitlayacagiz. Yukarda yaptigimiz gibi daireye bir ¢okgen yerlestirelim, yani daireyi
ticgenlere bolelim.

Uggen saymmiza n diyelim. Her ne denli sekilde n, 8’e esitse de,
aslinda » ¢ok biiylik bir say1, sonsuza yakin! Cokgenin ¢evresi /,, alan1
da A4, olsun. Cemberin g¢evresi /¢, alan1 4 olsun. n ne kadar biiyiikse 7,
ve A, sayilar1 / ve A’ya o kadar yakindir. Uggenlerin yiiksekligine 4,
tabanina b diyelim. Her tiggenin alam1 bA/2’dir. n tane iiggen
oldugundan, ¢okgenin alan1 nbh/2’dir. Demek ki

Ay, = nbh/2
esitligi gegerlidir. Ote yandan /4 asagi yukari 7’ye esittir’. Yukardaki
esitlikteki 4 yerine ’yi koyarsak,
A, = nbr/2
elde ederiz. Ama nb cokgenin cevresine, yani /,’ye esit. Yukardaki asagiyukariliktaki nb yerine
/, koyalim.

A, =rl,/2
elde ederiz. Simdi »’yi sonsuza gotiirelim. O zaman 4, sayisi A’ya, ¢, sayisi da /‘ye doniisiir ve
yukardaki asagiyukarilik,

A=rl/2

esitligine doniisiir. Yukarda

{ =2nr
esitligini kanitlamistik. 4 = r¢/2 formiiliindeki ¢ yerine 2nr koyalim:

A=rQmr)2 =

elde ettik. Cemberin alanini bulduk.

6 Ama nt‘nin tam degerini bilmedigimiz i¢in bu formiilii kullanarak bir gemberin ¢evresini sayisal olarak hesaplayamayiz.

7 n’nin gok biiyiik bir say1 oldugunu unutmayin.



10. ©’nin Degeri. Yazinn siireginde © sayisinin nasil hesaplanacagina iliskin birkag ilging
bilgi verecegim. Verecegim bu bilgileri burda kanitlamama olanak yoktur, bunlar ancak
tiniversite diizeyinde kanitlanabilir.

Asagidaki sonsuz toplama bakalim:

1-13+1/5-1/7+1/9-1/11+ ...
Bu sonsuz toplam sonlu bir sayidir. Bu sonlu say1, sik1 durun, n/4’e esittir. Yani,
n=4x1/1-13+1/5-1/7+1/9-1/11+..)
esitligi gecerlidir.

Yavas yavas hesaplayalim bu toplama.

4x1/1=4

4 x (1/1 = 1/3) = 8/3 =2,6666...

4x(1/1 =1/3+1/5) = 52/15 = 3,4666...

4 x(1/1=-1/3+1/5-1/7)=304/105 = 2,895238095

4x(1/1-1/3+1/5-1/7+1/9)=1052/315 =~ 3,33968254

4x (/1 =1/3+1/5-1/7+1/9—-1/11)=10312/3465 = 2,976046176

4x (/1 =1/3+1/5-1/7+1/9—-1/11+ 1/13) =36979/45045 ~ 3,283738484.

Elde ettigimiz sayilar (bunlara kismi toplamlar denir) bir biiyiir bir kiigiiliir ve sonsuza ne
denli yakglaslrsak, bu sayilar m’ye o denli yakinsarlar. Bilgisayarimda biriki hesap yaptim, iste
sonuglar1”:

Ik 1 terimin toplam = 1

Ik 2 terimin toplam ~  2,666667
Ilk 3 terimin toplam ~  3,466667
[lk 4 terimin toplam ~  2,895238
[lk 5 terimin toplam ~  3,339683
[lk 6 terimin toplam ~  2,976046
[k 7 terimin toplam ~  3,283739
Ilk 8 terimin toplami ~ 3,017072
Ilk 9 terimin toplami ~  3,252366
Ilk 10 terimin toplami ~  3,04184
Ik 100 terimin toplami ~ 3,13193
Ik 101 terimin toplami ~  3,151493
Ik 1000 terimin toplami ~  3,140593
Ik 1001 terimin toplami ~  3,142592
Ik 2000 terimin toplami ~ 3,14109
Ik 3000 terimin toplami ~ 3,141260

Ik 4000 terimin toplami ~ 3,141345

Ik 10000 terimin toplami ~  3,141498
Ik 20000 terimin toplami ~  3,141547
Ik 30000 terimin toplami ~  3,141563
Ik 40000 terimin toplami ~  3.141571
Ik 50000 terimin toplam1 ~ ~  3.141571
Ik 60000 terimin toplam1 ~ ~  3.141571

[k 70000 terimin toplam1 ~ ~  3.141582

8 Bilgisayarimda virgiilde sonra alti basamaktan fazla gitmesini bilmiyorum. Bilgisayarim virgiilden sonraki yedinci rakami1 yazmiyor ve saytyr milyonda bire yuvarliyor. Bu yuvarlamalarin sayisi

arttikca, yapilan yanlis da artabilir ne yazik ki. Bu yiizden bu sayilara pek giivenmemek gerekir.



Ik 80000 terimin toplami ~ 3.141583
Ik 90000 terimin toplami ~ 3.141585
Ik 100000 terimin toplam1  ~  3.141586
Ik 120000 terimin toplam1  ~  3.141588
Ik 150000 terimin toplam1  ~  3.141589
Ik 230000 terimin toplam1 ~ ~  3.141592

n’ye yakmsamak icin baska formiillerden de yararlanabiliriz. iste bu formiillerden bir
bagkast:

/4 = (2/3%x4/3)(4/5%6/5)(6/Tx8/7)(8/9x10/9) (10/11x12/11)...
Bu, sonsuz bir ¢arpimdir. Bu sonsuz ¢arpim sdyle de yazilabilir:

/4 = 8/9 x 24/25 x 48/49 x 80/81 x 120/121...
yani,
T =4 x 8/9 x 24/25 x 48/49 x 80/81 x 120/121...

Bu terimlerin birkag tanesini elle carpalim:

Ik 1 terimin carpim = 4

Ik 2 terimin garpim1 =~ = 32/9 = 355555

Ik 3 terimin carpim1 = = 256/75 = 341333

Ik 4 terimin carpim1 = 4096/1225 ~ 3,343673469
Ik 5 terimin carpim1 = 65536/19845 =~  3,30239355

Hep 1°den kiiciik bir sayiyla carptigimizdan sayilar gittik¢e kiigiiliirler. Bu carpimi sonsuza dek
yapabilirsek, sonsuzda tam tamina © sayisin1 buluruz. Bilgisayarima hesaplattirdim ve asagidaki
sonuglar1 buldum:

Ik 10 terimin ¢arpimi ~ 3,20771

Ik 20 terimin ¢arpimi ~ 3,177493
Ilk 30 terimin ¢arpimi ~ 3,166232
Ilk 40 terimin ¢arpimi ~ 3,160348
Ik 100 terimin ¢arprm1~ ~  3,149302
[k 500 terimin ¢arprm1~ ~  3,143157
Ik 1000 terimin garprm1 ~ ~  3,142376
Ik 2000 terimin garprm1~ ~  3,141989
[k 2563 terimin garprm1~ ~  3,141854

Bundan sonraki sayilar degismiyor, cilinkii bilgisayarimda virgiilden sonra ancak altt hane
gidebiliyorum. Daha sonraki ¢arpimlar 0,999999... oldugundan bilgisayarim bu sayiy1 1 santyor.
(Bir komutla virgiilden sonra istedigim kadar gidebilmeliyim, ama komutu bilmiyorum.) Bu
formiile Wallis formiilii denir.

n’yi su formiille de hesaplayabiliriz:

/8 =112+ 1/3 + US*+ 1T + 1/9* + =

Doganin bir garipligi...

7’yi hesaplamanin bir baska yolu da asagidaki formiilii kullanmaktir:

-n" 6 2 1
n/4 = EOO ), + + ,
n=0\ 2p +1g2n+l = g572n+l ~ 5392n+l

yani



0 -1" 2 1
n=4x Z D 6 + + .
n=0\ 257 +1 82n+1 572n+l 2392n+1

Bu seri n’ye yukardakilerden ¢cok daha hizl1 yakinsar. Ornegin, daha birinci terimde,
4x(6/8 +2/57 + 1/239) =43009/13623 =~ 3,157087279
sayisini buluruz, ger¢cek n’ye olduke¢a yakin. Bunun kismi toplamlarini hesaplayalim:
Ilk 1 terimin toplam ~ 3,157087
Ilk 2 terimin toplam ~ 3,141448
[lk 3 terimin toplam ~ 3,141594
Ilk 4 terimin toplanm ~ 3,141593
Bilgisayarim bundan sonra hep ayni sayiyr veriyor. Bu son formiil 1962 yilinda Shanks ve
Wrench tarafindan bulunmustur9.
n’nin virgiilden sonra, diyelim 2161nc1 rakamini hesaplamak i¢in formiiller de vardir. Ama
ne yaparsak yapalim, m’yi higbir zaman tam olarak bulamayiz, ama n’ye (kesirli sayilarla)
diledigimiz kadar yakinsayabiliriz.

¢
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U

9 Bknz. Math Comp. 16. cilt, sayfa 76 (1962).



