Cikarma ve Kare Alma Altinda Kapah Kiimeler
Ali Nesin

Dogal sayilar kiimesi N, yani {0, 1, 2, 3, 4, ...} kiimesi, toplama ve ¢arpma islemleri altinda
kapalidir; bir baska deyisle, iki dogal sayiy1 toplarsak ya da carparsak gene bir dogal sayi
buluruz. Ote yandan dogal sayilar kiimesi ¢ikarma altinda kapali degildir, drnegin 3 — 5 isleminin
sonucu bu kiimede degildir.

Tamsayilar kiimesi Z = { ..., =2, -1, 0, 1, 2,... } toplama, ¢arpma ve ¢ikarma altinda kapalidir,
ama bdlme altinda kapali degildir. Ornegin 3’ii 5’e bolme isleminin sonucu bu kiimede degildir.

Kesirli sayilar kiimesi Q ve gercel (reel) sayilar kiimesi R, toplama, ¢arpma, c¢ikarma ve
bolme altinda kapalidir'.

Bu yazida say1 kiimelerinin ¢esitli islemler altinda kapali altkiimelerini bulacagiz.

1. A < R bir gergel sayilar kiimesi olsun. Eger A4 kiimesi ¢ikarma altinda kapaliysa, bir bagka
deyisle,
herx,y € Aigin,x —y € A ise,
o zaman A kiimesi toplama altinda da kapalidir, yani,
herx,y e Aigin,x+y e 4
tiimcesi dogrudur. Ciinkdi,
xty=x—((x—x)—y)
esitligi dogrudur. Bir baska deyisle, toplamay1 ¢ikarma cinsinden yazabiliriz. Yine bir bagka
deyisle, sadece ¢ikarma yapmasini bilen bir makina, bilgisayar, aygit, alet, hatta insan, toplama
yapmasini da biliyordur.
Ote yandan ¢ikarmayi toplama cinsinden yazamayiz. Ornegin, dogal sayilar kiimesi N, yani,
N={0,1,2,3,4,5,...}
kiimesi toplama altinda kapalidir, ama ¢ikarma altinda kapali degildir.

2. Eger A kiimesi ¢ikarma, kare alma ve ikiye b6lme altinda kapaliysa, yani,
a)Herx,y € 4i¢in, x —y € 4 ise,

b) Her x € 4 igin, X ed ise, ve

c) Herx € 4 i¢in, x/2 € A ise,

o zaman, 4 kiimesi ¢arpma altinda da kapalidir, ¢iinkdi,

2 2 2
(x+y)" —x" -y
2

esitligi gegerlidir. (Birinci sorudan 4’nin toplama altinda kapali oldugunu biliyoruz.) Yani
sadece ¢ikarma, kare alma ve 2’ye bélmeyi bilen bir makina, toplama ve ¢arpmay1 da biliyordur.

Xy =

3. Eger A kiimesi ¢ikarma ve kare alma altinda kapaliysa ve 1/2 sayisini igeriyorsa, yani,
a)Herx,y € 4igin, x —y € 4 ise,

b) Her x € 4 igin, x* € 4 ise, ve

c) 1/2 € A ise,

! Tek kosulla: Bir sayiy1 0’a bolemeyiz.



o0 zaman, 4 kiimesi ¢arpma altinda da kapalidir, ¢iinkii, 1/4 = (1/2)* sayis1 A’dadir ve
X/2=(x+1/4)? —x? —(1/4)?

esitliginden, eger x € A ise, x/2’nin de A’da oldugu anlasilir. Boylece, ikinci sorudan 4 nin
carpma altinda kapali oldugu anlasilir.

4. Eger A kiimesi ¢ikarma ve kare alma altinda kapaliysa, 4 kiimesi ¢carpma altinda da kapali
midir?
Yanit olumsuz. Yani ¢ikarma ve kare alma altinda kapali olan ama carpma altinda kapali
olmayan bir gercel say1 kiimesi vardir.
Ikinci ve iigiincii sorudan da belli ki, béyle bir gercel say1 kiimesi ikiye bolme altinda kapali
degildir ve 1/2’yi igeremez.
Simdi ¢ikarma ve kare alma altinda kapali olan ama ¢arpma altinda kapali olmayan bir gercel
say1 kiimesi kiimesi bulalim.
7, bildigimiz pi sayis1 olsun. &, n°, 7, ' ... sayilarmi tamsayilarla carpip toplayalim. Yani, a;
€ Z i¢in,
am+ an’ + ayn’ + .+ an”
tiiriinden yazilan sayilar kiimesine bakalim. Ornegin,
T,
=57,
2
-4+ 310 + 71
bu tiir sayilardandir. Bu tiir sayilardan olusan kiimeye 4 diyelim:
A={an+an’+ . +an":neNael)}
Bu kiime gikarma ve kare alma altinda kapali ve 1/2’yi igermiyor®. Ama 4 ne yazik ki carpma
altinda da kapali. Yani 4, aradigimiz kiime degil.
Simdi 4’daki elemanlarin karelerine bakalim:
(am+an® + ...+ an") = a’n’ + 2aiaom + ...+ a
Goriildiigi gibi, karelerde, 7°*iin 6niinde bulunan say1, yani °’tin katsayis1 her zaman ¢ift bir
tamsay1. Simdi, A’daki sayilardan 7’tin katsayisi ¢ift olanlar1 bir kiimede toplayalim:
B={an+ aznz + 2a31'c3 + a47c4 +..tan":neNagel)}
Ornegin,
neb
-SneB
' eB
' e B
2n € B
n—4n’+ 71’ € B
n—4n’+21° + 710 € B
(Ilk dort sayida 7 tin katsayisi 0, ki O gift bir sayidir.) Ama
¢ B
~Sn+n’eB
n+70 ¢ B
n—-47 -3+ 71 ¢ B

? Bu kiimenin 1/2’yi igermemesi, kanit1 oldukga zor bir teoremdir. Biraz ilerde bu teoremden s6zedecegiz.



Kolaylikla goriilecegi lizere B kiimesi ¢ikarma ve kare alma altinda kapalidir. Ama ¢arpma
altinda kapali degildir, 6rnegin 7 ve 7° sayilar1 B kiimesindedir, ama bu iki saymimn ¢arpimi olan
7 sayisi B kiimesinde degildir.

Yukarda, 7*’iin B’de olmadigimi séyledik. Bu dogru mu? Evet. Ama kaniti hi¢ de kolay
degildir. Bunu kanitlamak i¢in matematikte gegen yiizyil kanitlanan ve bugiin artik ¢ok bilinen su
teoreme ihtiyag¢ vardir:

Teorem. &t sayisi cebirsel degildir, yani eger
ay+am+ant+ .. tan'=0
ise ve her a; bir tamsay1ysa, o zaman her a; sifira esittir.

Sonug: Eger a; € Z ise ve a3 tekse, a;m + W+ .+ a,n' & B.
Sonucun Kaniti: Sonucun dogru olmadigini varsayip bir ¢eliski elde edecegiz.
Diyelim, sonucun tersini sdyleyen bir 6rnek var: a3 tek bir tamsay1 olsun, ama a, + ai7 + @y’
+ ...+ a,n" sayisit B’de olsun. O zaman bu say1y1
bir + by + 2bsm + ...+ b,
olarak yazabiliriz (b; € Z). Demek ki,
do+ aim+ ay’ + ..t ayn" = b+ byt + 2b30 + ...+ by
Gerekirse, sagdaki ya da soldaki terimin sonuna O tiiriinden (sifira esit) sayilar ekleyerek n
= m esitligini varsayabiliriz:
am+ amt + . aknk = b+ byn® + 2b37c3 +...+ bknk
Simdi sagdaki sayiy1 soldaki sayidan ¢ikaralim:
(a1 — b))+ (a2 — bo)® + (a3 — 2b3)7 + ... + (ax — bn* =0.
Yukardaki teoreme gore bu son esitligin biitiin katsayilart sifir olmali, Ama a3 — 2bs3 sifir
olamaz, neden derseniz, as tek, 2b5 ¢ift... Bir ¢eliski elde ettik ve sonucumuzu kanitladik.

n yerine, yukardaki teoremi dogrulayan baska sayilar da alabilirdik. Ornegin, & — 1, 7%, e
(logaritmanin Neper sabiti) gibi. Ama 7 yerine \2 alamazdik. Ciinkii V2 cebirsel bir sayidir: 2 —
(\2)*=0.

5. Yukardaki B kiimesi kesirli sayilardan olusmuyor, yani Q sayilar kiimesinin bir altkiimesi
degil, ciinkii  kesirli bir say1 degildir. Cikarma ve kare alma altinda kapali, ama carpma altinda
kapal1 olmayan ve kesirli sayilardan olusan bir kiime var midir?

Y oktur!

Cikarma ve kare alma altinda kapali bir kesirli sayilar kiimesi ¢arpma altinda da kapalidir.
Bunu kanitlayalim.

A ¢ikarma ve kare altinda kapali bir kesirli sayilar kiimesi olsun. u# ve v kesirli sayilarmnin
A’da olduklarin1 varsayalim. uv’nin 4’da oldugunu kanitlayacagiz.

u = a/b ve v = c/d olarak yazalim. (Burada a, b, ¢ ve d birer tamsay1). e tamsayisi, ad ve bc
tamsayilarinin en biiyiik ortak béleni olsun, yani e = ebob(ad, bc). e, ad’yi boldiigiinden,

u=alb= (e/bd)(adle) € (e/bd)Z.
Ayni nedenden, yani e, bc’yi boldiiglinden,
v =c/d = (e/bd)(bcle) € (e/bd)Z.



Demek ki uv e (¢*/b’d*)Z. Dolayisiyla, uv’'nin A’da oldugunu kamitlamak igin, e*/b’d”
sayisinin A’da oldugunu kanitlamak yeterli. ¢?/b’d” sayisinin 4’da oldugunu kamtlamak icin de
e/bd sayisinin A’da oldugunu kanitlamak yeterli. Kanitlayalim.

e = ebob(ad, bc) oldugundan, dyle x ve y tamsayilari vardir ki, adx + bcy = e esitligi
dogrudur. Demek ki,
e/bd = (adx + bcy)/bd = (a/b)x + (c/d)y € A.
Istedigimizi kanitladik.

6. Bilim askina, bilmek askina, daha dogrusu soru sormak askina (bilmek kimin umurunda!)
soru sormaya devam edelim. Yaniti bulmak 6nemli, 6nemsiz degil, ama soruyu sormak da
Oonemli, hatta soruyu sormak yanit1 bulmaktan daha da 6énemli. Soru sormadan yanit bulunur mu!?
Once soru, sonra yant.

Matematik egitimin basat eksikligi budur: Matematik egitimi yanit bulmaya yoneliktir, soru
sormaya degil. Oysa dogru soru sorabilmek i¢in daha ¢ok ¢alismak, daha ¢ok diistinmek gerekir
ve dogru soru sormak dogru yanit1 bulmaktan daha eglencelidir.

Simdi su tiir sayilara bakalim:

{a+b\2:a,beQ}.

Burada Q, kesirli sayilar kiimesini simgeliyor. Bu kiime matematikte Q[\2] olarak gosterilir.
Q[V2] kiimesi, ¢ikarma, toplama, ¢arpma altinda kapalidir. Hatta bdlme altinda da kapalidir.
Sadece 0’a bolemeyiz. Bu kiimenin birkag¢ 6gesini yazalim:

%—%\/5, 1+32,v2,5,-3, 12...

Son say1 bu kiimede ¢iinki,

1N2 =22 = %\/5.

Q[\/2] kiimesinin, ¢ikarma ve kare alma islemleri altinda kapali, ama ¢arpma islemi altinda
kapali olmayan bir altkiimesi var m1? Varsa hangisi, yoksa neden yok?

Bu tiir sorulari ¢ogaltabiliriz elbet. Ornegin ayni soruyu Q[V3] kiimesi i¢in de sorabiliriz.
Soru sormaktan kolay (zor!) ne var!

Yaniti su anda bilmedigimi itiraf ediyorum.



