Develerle Esekler
Ali Nesin

MATEMATIGE GIRIS

Matematik 101 dersindesiniz, ilk dersiniz, birinci giiniiniiz... Hi¢ matematik bilmediginizi
varsayiyor hocaniz... Kiimelerden baslayacaksiniz matematige... Ilk dersiniz oldugundan daha
once hi¢ kiime gérmediginiz varsayiliyor.

Nedir kiime? Tanimsiz bir nesnedir... Tanimlayamayiz. Bir kiimenin 6geleri (elemanlari)
olabilir, bir tek bunu biliyorsunuz kiime hakkinda. Bir kiimenin olup olmadigin1 bile
bilmiyorsunuz.

Hocaniz tahtaya hi¢ 6gesi olmayan bir kiimenin oldugunu yaziyor:

Birinci Belit (Aksiyom). Hi¢ 6gesi olmayan (en az) bir kiime vardir.

Bundan boyle bu karar1 kabul edeceksiniz: Hi¢ 6gesi olmayan bir kiime vardir!

Baska kiimelerin olup olmadigini bilmiyorsunuz ama, hi¢ olmazsa hi¢ 6gesi olmayan bir
kiimenin oldugunu (artik) biliyorsunuz, hocaniz sdyledi!

Hi¢ 6gesi olmayan bir kiime 6rnegi mi istiyorsunuz? Iste: Smifinizdaki develer bir kiime
olusturuyorsa, bu kiimenin biiytik bir olasilikla hi¢ 6gesi yoktur.

Tavuklar kiimesinden de s6z edebilirdik!

Ya da inekler kiimesinden (mecazi anlamda degil!)

Hic¢ 6gesi olmayan birkag kiime olabilir... Neden olmasin? Ornegin, simfinizdaki develer
kiimesiyle sinifinizdaki esekler kiimesinin 6geleri yoktur. Bu iki kiime birbirine esit midir? Daha
dogrusu esit olmali midir?

Bir 6grenci,

— Bence esit olmamali, diyebilir, ne de olsa biri develer kiimesi, Obiirii esekler kiimesi...
Ogeleri farkls...

Beriki,

— Evet ama, diyebilir, bu esekler kiimesi eseksiz, develer kiimesi de devesiz... Eseksiz esekler
kiimesi elbette devesiz develer kiimesine esit olmali...

— Olmamal...

— Olmal...

— Ne yani bu siniftaki her esek bir deve mi? (Kahkahalar)

Ogrenciler iki gruba ayrilabilirler: Hi¢ &gesi olmayan bir tek kiimenin var olmasini isteyenler
ve hi¢ 6gesi olmayan bir¢ok degisik kiimenin var olabilecegini savunanlar.

Sinifin en aklievveli, belki de hoca, hig¢ 6gesi olmayan bir tek kiimenin oldugunu kanitlamaya
kalkisabilir:

— A ve B hi¢ 6gesi olmayan iki kiime olsun... 4’nin B’ye esit oldugunu kanitlamak istiyoruz...
Nasil yapacagiz?

O anda smaiftan biri,

— Ama, diyebilir, biz iki kiimenin ne zaman birbirine esit oldugunu bilmiyoruz ki...

— Evet, diyebilir bir digeri, 4’nin B’ye esit oldugunu (ya da olmadigini) kanitlamak i¢in, her
seyden once 4’nin B’ye esit olmasinin ne demek oldugunu bilmeliyiz...



— Bu konuda bir karar alinmadi, tahtaya belit yazilmadi...

— Evet alinmadu...

— Sadece hi¢ 68esi olmayan bir kiimenin varligini belirten bir karar aldik... Esitlik konusuna
hi¢ deginmedik...

— Ayni O6geleri olan kiimeler birbirine esit olsun... diyebilir i¢inizden biri, belki de siz
atarsiniz bu giizel fikri...

Hocaniz bu karar1 kabul edip tahtaya ikinci karar1 yazar:

Ikinci Belit. Ayn: 6geleri olan iki kiime birbirine esittir.

Yani 4 kiimesinin her 6gesi B kiimesinin bir 6gesiyse ve B kiimesinin her 6gesi 4 kiimesinin
bir 6gesiyse, o zaman 4 kiimesi B kiimesine esit olur. Bu bir karardir. Boyle olacak!

Simdi hocaniz hi¢ 6gesi olmayan bir tek kiimenin oldugunu kanitlayabilir. S6yle kanitlar:

— Animsarsaniz, hi¢ 6gesi olmayan iki kiime almistim. Bu iki kiimenin birbirine esit oldugunu
kanitlamak istiyordum... Kiimelerimize 4 ve B adlarin1 vermistik...

Heyecanla kanitin devamini bekliyorsunuzdur. Hocaniz sdzlerine devam eder:

— Bir anlik gafletle, diyelim ki 4 kiimesi B kiimesine esit degil... O zaman ne olur?

— Ne olur? diye sorarsiniz merakla.

— Ne olacak, ya 4’da olup da B’de olmayan ya da B’de olup da 4’da olmayan bir 6ge vardir...
Ikinci karara (belite) gore dyle olmasi gerekir... Evet... Eger bu iki kiime birbirine esit degilse,
ikisinden birinde 6biiriinde olmayan bir 6ge vardir...

— Eeee?.. diye sorabilir bir 6grenci.

— Eeee’si mi var! ki kiimenin birinde, dbiiriinde olmayan bir dge olacak... diye yamtlar hoca.

— Eeeee?

— Duymadimiz galibal..

— Duydum, duydum... iki kiimenin birinde &biiriinde olmayan bir 6ge olacak...

— Boyle sagma sey olur mu?

— Nesi sagma ki bunun?

— Dedik ya.... iki kiimenin birinde bir 6ge olacak...

— Aaaa!

— Aaaa ya!.. Bu kiimelerin 6geleri yok... Dolayisiyla, birinde olup da 6biiriinde olmayan bir
0ge olamaz...

— Demek ki iki kiime birbirine esit olmak zorundalar...

— Evet oyle...

— Yani bu odadaki her esek aslinda bir devedir...

— Evet... Neyse ki odada esek yok...

Madem hi¢ 6gesi olmayan bir tek kiime var, bu kiimeye bir ad verelim: Boskiime!
Ertesi derste hocaniz tahtaya bir teorem yazar, bu ikinci teoreminizdir.

Teorem. Boskiimenin her Ggesi \2ye egittir’.

' V2 her ne ise...



Herkes giiler.

— Sagma...

— Deli sagmasi...
gibi sozlerle 6grenciler karsi ¢ikarlar.

— Nasil dogru olabilir ki, diye sorar biri, bogkiimenin hi¢ 6gesi yok ki V2’ye esit olsun!

Bir bagkasi arkadagini destekler:

— Dogru... Boskiimenin V2’ye esit olacak hi¢ 6gesi yok...

Hoca,

— Dogru soylilyorsunuz... Boskiimenin V2’ye esit olacak ogesi yok. Ama V2’ye esit
olmayacak da hi¢ 6gesi yok...

Hoca sozlerine devam eder:

— Bir an i¢in diyelim dedigim yanlis: Varsayalim ki boskiimenin her 6gesi V2’ye esit degil. O
zaman, boskiimede V2’ye esit olmayan bir 6ge olmali.. Ama boskiimede hi¢ 6ge yok ki,
boskiimede \2’ye esit olmayan bir 6ge olsun! Varsayimimdan bir sagmalik elde ettim. Demek ki
boskiimenin her 6gesi V2 ye esit...

— Ben inanmiyorum, diyebilir bir 6grenci, aym akil ylriitmeyle boskiimenin her gesinin
V3’ esit oldugunu da kanitlayabiliriz. V2, V3’e esit olmadigindan, bu kanit dogru olamaz.

O zaman hocaniz sdyle yanitlar kuskucu 6grenciyi:

— Evet, boskiimenin her 6gesi V3’e de esittir, ama bundan \2’nin V3’e esit oldugu ¢ikmaz...
Ciinkii boskiimenin hi¢ 6gesi yok... Eger boskiimenin bir $gesi olsaydi, o 6ge hem V2’ye hem de
V3¢ esit olacagindan, V2 = V3 esitligini elde ederdik... Neyse ki boskiimede hi¢ 6ge yok...

“Boskiime” sozcliglinli yazmasi uzun oldugundan, boskiimeyi yazida kisaca & olarak
gosterilir.

Ogrenciler artik bir kiime oldugunu biliyorlar, ama yalnizca bir tek kiime oldugunu biliyorlar:
Boskiime. Boskiimeden bagka kiime var m1? Yoksa yaratmak gerekir...

Hi¢ 6gesi olmayan kiimeden bir tane oldugundan, yaratacagimiz yeni kiimelerin 6geleri
olmali... Ne olmali bu 6geler? Elimizde hi¢ 68e yok ki... Yoksa dnce 6ge mi yaratmaliy1z? Belki
de... Daha 1iyi bir fikir, gecmiste yarattigimiz kiimeleri 68e olarak kullanmaktir. Bir kiimenin
Ogeleri de kiime olsunlar... Eski kiimeleri 68e olarak kullanarak yeni kiimeler yaratalim...
Elimizde simdilik bir tek kiime oldugundan, 0ge olarak simdilik sadece boskiimeden
yararlanabiliriz. Demek ki yaratacagimiz ikinci kiimenin bir tek 6gesi olabilir: Boskiime. Tek
Ogesi olan ve bu tek 6genin boskiime oldugu bir kiime yaratalim. Ama daha 6nce bunu miimkiin
kilan bir kural koyalim.

Uciincii Belit. Eger x bir kiimeyse, 6ge olarak sadece ve sadece x’i iceren bir kiime vardir.

Bu yeni kiime {x} olarak gosterilir.
x bu kiimenin bir 6gesidir ve bu kiimenin bagka 6gesi yoktur.
Demek ki, bu kararla alinan kiimelerin en az bir 6gesi var: x; yani bu kararla elde edilen
kiimeler boskiime olamazlar.
Bu sayede su kiimeler var olur:
%)
{9}



{91}
{1}
{HD3

Boylece birbirinden degisik sonsuz tane yeni kiime elde edebiliriz. Ancak, simdilik elde
edecegimiz her kiimenin ya sifir ya da bir dgesi olabilir. Iki ya da ii¢ 6geli bir kiimenin varligini
gosteremeyiz.

Ucg 6geli kiimeleri elde etmek icin yeni bir kurala ihtiyacimiz var:

Dordiincii Belit. Eger x ve y birer kiimeyse, 6ge olarak sadece ve sadece x’in ve y’nin
ogelerini iceren bir kiime vardir.

Bu kiimeye “x bilesim y” ad1 verilir ve kisaca x U y olarak yazilir..
Ornek:

(I} v {9} = {9, {T}}

{9 v {{{d1} ) = D), (D1} ) )

{0, (D} v {D}, {{H{D} 1)) = {D, (D}, {{{D}} ).

Ve boylece ii¢ 6geli kiimeler, hatta dort 6geli kiimeler, hatta hatta, sonlu olmak kosuluyla,
diledigimiz kadar 6gesi olan kiimeler elde edebiliriz. Oregin, aym kurali pespese dort kez
uygulayarak,

D, 1D}, O, LG, L))

bes 0geli bir kiime elde edebiliriz”.

SAYILAR

Daha 0, 1, 2, 3, 4 gibi sayilarimiz yok. Unutmayin ki Matematik 101 dersindeyiz. Sayilari
bulmaliy1z.

Gorecegimiz tizere, 0, 1, 2, 3 gibi sayilarin matematiksel tanimlarinin, giinliik hayattaki
tammlariyla neredeyse hicbir ilgisi olmayacak. Ornegin, 2 + 2 = 4 esitligini kamitlamak icin,
ilkokulda yapildig1 gibi, iki elmaya iki elma daha eklemeyecegiz, matematiksel tanimlardan yola
cikacagiz, 2’nin, 4’lin ve toplamanin tanimindan...

Once sifir1 (0) tanimlayalim:

0=0. (0)

Bu tanima gore 0 bir kiimedir (boskiimedir.)

0’dan sonra gelen sayiyr {0} kiimesi olarak tanimlayalim ve bu sayiya 0" ya da 1 admi
verelim:

0"=1={0}. (1)
1’den sonra gelen sayiy1 {0, 1} kiimesi olarak tanimlayalim ve bu sayrya 17 ya da 2 adim
verelim:
1"=2=1{0, 1}. (2)
2’den sonra gelen say1y1 {0, 1, 2} kiimesi olarak tanimlayalim ve bu sayrya 2" ya da 3 adim
verelim:
2"=3=1{0,1,2}. 3)
3’ten sonra gelen sayiy1 {0, 1, 2, 3} kiimesi olarak tanimlayalim ve bu say1ya 3" ya da 4 adim
verelim:

2 Bu dért kuralla elde edilen her kiime sonludur. Sonsuz kiimeyi var etmek icin bagka bir karar almali.



3"=4=1{0,1,2,3}. 4)
Simdi su esitliklere bakalim:
4=3"="40,1,2,3} = {0, 1,2} U {3} =" 3 U {3}
3=2"="10,1,2} = {0, 1} U {2} =2 U {2}
2=1"=2{0,1} = {0} U {1} =" 1L {1}
1=0"=" {0} =@ U {0} ="0 U {0}
Boylece, hem tanimladigimiz bu sayilarin birer kiime olduklarimi kanitlariz, hem de bu
sayilarin,
n'=nu {n}
esitligini sagladigin goriiriiz. Tanimlanmis her n sayisindan “bir sonraki” saytya n" diyelim ve bu
say1yl,
n=nu {n (n)
olarak tanimlayalim.
Bu sayede, 4’ten sonra gelen sayilar1 da buluruz:
47="40 {4} =*{0,1,2,3} U {4} =10, 1,2, 3, 4}.
Bu say1y1 5 olarak gosterecegiz elbet.
Ve 5’ten sonra gelen say1:
57="50{5}="{0,1,2,3,4} U {5} = {0, 1,2, 3, 4,5}

TOPLAMA
Sayilar tanimladik. Simdi sayilar1 toplamasini 6grenelim.

Tanimla bagliyorum. n ve m birer say1 olsunlar.
n+0=n (+0)
n+m'=n+m )

Eger tanimlar yerinde tanimlarsa, iki art1 ikinin dort olmasi, yani 2 + 2 = 4 esitliginin bir

teorem olmas1 gerekir... Hatta n” = n + 1 olmas1 gerekir. Bunu hemen kanitlayalim:

n+l=n+0"=m+0)=n"

Iste kanitladik!

Teorem. 2 +2 =4,
Kamt: Once 2 + 1 = 3 esitligini kanitlayalim:
2+1=2+0"="2+0)="2"=3.
Simdi, bu esitligi kullanarak 2 + 2 = 4 esitligini kanitlayabiliriz:
242=2+1"="2+1)'=3"=4.

Yukardaki tanimlardan yola ¢ikarak, her # igin 0 + n = n esitligini de kamtlayabiliriz. Ornegin
0 + 5 = 5 esitligini... Hatta hatta 0 + 1000 = 1000 esitligini...

Yukardaki (+0) taniminda, 0 + n = n denmiyor, n + 0 = n deniyor. Ve biz, n + m =m + n
esitligini bilmedigimizden, (+0) tanimindan 0 + n = n esitligini ¢ikaramiyoruz. Bu esitlik i¢in
biraz ugragsmak gerekir.

Teorem. 0 +n = n.
Kamt: Bu esitligi “n iizerinden tiimevarimla” kanitlayacagiz; yani esitligi énce n = 0 igin
kanitlayacagiz, daha sonra, esitligin » i¢in gecerli oldugunu varsayip, ayn1 esitligin »’den sonra
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gelen ilk say1 olan n' icin de gecerli oldugunu kanitlayacagiz. Bir baska deyisle tiimevarimla
kanit iki asamada yapilir’:

Birinci Asama: Once 0 + 0 = 0 esitligini kanitla.

ikinci Asama: Daha sonra, 0 + 7 = n esitligini dogru kabul edip, 0 + n" = n" esitligini kamtla.

Birinci asama (+0) taniminda verilmis zaten. Ikinci asamay1 kanitlayalim:

0+n =" (0+n)"=n"

Yukardaki birinci esitlik (+) tanimindan, ikinci esitlik de “0 + » = »n” varsayimimizdan

c¢ikiyor. Teoremimiz kanitlanmistir.

Teorem.n +m=m+ n.

Kanit: Bu teoremi de tiimevarimla kamtlayacagiz. Ister n iizerinden, ister m iizerinden... Biz,
m lizerinden tiimevarim yapalim. Yani, teoremi 6nce m = 0 ic¢in kanitlayalim (birinci asama.)
Arkasindan, teoremin m i¢in dogru oldugunu varsayip, aymi teoremi m" igin kamtlayalim (fkinci
Asama.)

Birinci Asama: n + 0 = 0 + n esitligini kanitlamak istiyoruz. Birinci terim (+0) tanimina gore
n’ye esit. Ikinci terim de yukardaki teoreme gore n’ye esit. Demek ki bu iki terim birbirine esit”.

ikinci Asama: n + m = m + n esitligini varsayip, n + m" = m' + n esitligini kanitlamak
istiyoruz. Baslayalim:

n+m =" m+m) =(m+n)"=m+n=..

Birinci esitlik toplamanin tanimindan ¢ikiyor. Ikinci esitlik varsayim. Ugiincii esitlik gene
toplamanin tanimindan ¢ikiyor. Devamuini getiremedik... Takildik...

Ama daha 6nce m + n' = m' + n esitligini kanitlamis olsaydik sorun kalmazdi. Demek ki bu
teoremden 6nce m +n' =m" + n esitligini kanitlamamiz gerekiyordu. Kanitlayalim:

Onsav.m+n" =m" +n.

Onsavin Kamti: Kanit1 7 iizerine tiimevarimla yapacagiz. Once n = 0 igin, yani m + 0" = m
+ 0 esitligini, kanitlamaliy1z:

+

m+0 =" (m + 0)+ _t0 m+:+0 m +0
ve onsav n = 0 i¢in kanitlanmis oldu.

Simdi, 6nsavin n igin gegerli oldugunu varsayip, 6nsavi n' igin gegerli oldugunu,
kanitlamaliyiz. Yani m + n° = m' + n esitligini varsayip, m + n' = m" + n' esitligini
kanitlamaliyiz. Kanithiyoruz:

m+n m+n) =m +n)"=m+n

Ikinci esitlik timevarim varsayimimizdan kaynaklanmaktadur.

Boylece dnsavimiz kanitlanmis oldu.

Simdi teoremimizi, kaldigimiz yere yukardaki 6nsavin esitligini yerlestirerek kanitlayabiliriz:

nt+m =" (m+m) =m+n) =m+n" =m"+n.

=+ _+
= (

CARPMA
Sira garpmaya geldi. Carpmay1 sdyle tanimlayalim:
nx0=0 (x0)
nxm =nxm+n (%)

* Dogal sayilar kiimesinin tanimuin verseydik, tiimevarimla kanitin neden gegerli oldugunu da kamitlayabilirdik. Daha
dogrusu, dogal sayilar kiimesinin tanimi, tiimevarimla kanitin gegerli olabilecek bigimde verilmistir. Ama, konuyu
zorlastirmamak i¢in timevarimla kanitin neden gecerli oldugunu burada kanitlamayacagiz.

* Aslinda, goriildiigii gibi n + 0 ve 0 + n terimleri birbirine esit degildir. Sadece bu terimlerin degerleri birbirine
esittir!



Teorem. 2 x2=4
Kamt: Bu kanit1 birkag basamakta gerceklestirecegiz.
Once 2 x 1 = 2 esitligini kanitlayalim:
2x1=2x0"="2x0+2="0+2=2.
Burada, birinci esitlik 1’in tanimindan ileri gelmektedir. Sonuncu esitlik de bir {istteki
Toplama boliimiinde kanitlanmisti.
Simdi 2 x 2 = 4 esitligini kanitlayabiliriz:
2x2=2x1"="2x1+2=2+2=4.
Burada, birinci esitlik 2°’nin ve ¢arpmanin tanimindan ileri gelmektedir. Sondan bir 6nceki
esitlik kanitimizin basinda kanitlanmistir. Sonuncu esitlik Toplama boliimiinde kanitlanmusti.
Dileyen okur,
nXM=mXn
nt(m+p)=@n+m)+p
NXM=mXn
nx(mxp)=(nxm)xp,
nx (m+p)= nxm+ nxp
gibi bilinen esitlikleri kanitlayabilir.



