Fermat Ne Biliyordu? (2)
Ali Nesin

B u yazida gegen yazida s6ziinii ettigim iki teoremi kanitlayacagiz.

Teorem 1. Gerekirse x’le y’nin yerlerini degistirirsek,
2. 2_ 2
) Xty =z (D)

denkleminin tiim ¢oziimleri soyle elde edilir: Oyle p, q, d sayilari vardir ki,

x =2dpq,

PR

y= d(p2 - qz)a

z=dp”+q)
dir.

Teorem 2. x* + ' = 2% denkleminin, dolayisiyla x* + y* = z* denkleminin de, pozitif
tamsayilarda ¢oziimii yoktur.

Bu iki teoremi kanitlayabilmek i¢in bir 6nsava gereksiniyoruz:
Onsav. Bir tek sayinin karesi 4’e boliindiigiinde 1 kalir.

Onsavin Kamti: Tek sayimza a adim1 verelim. @ = 2b + 1 bigiminde yazalim. Simdi
hesaplayalim:
=0Qb+ 17 =40 +4b+ 1=4B> + b) + 1.
Demek ki o dérde béliindigiinde 1 kalirmus.

Teorem 1’in Birinci Kaniti: Eger (a, b, ¢) gliisti, (1) esitligini saglayan {i¢ tamsayiysa ve
d herhangi bir tamsay1ysa, (ad, bd, cd) tamsayilar1 da ayn1 denklemi saglar. Ornegin, (8, 15, 17)
bir ¢ozlimdiir, bu ¢oziimii ikiyle ¢arpacak olursak (16, 30, 34) ¢oziimiinii buluruz. Yani, bir
¢cOziimiin ¢arpimlarini alarak yeni ¢éziimler elde edebiliriz. Bunun tersini de yapabiliriz. Eger (a,
b, c¢) bir ¢oziimse ve d tamsayisit a, b ve c’yi boliiyorsa, (a/d, b/d, c/d) tamsayilar1 da bir
¢oziimdiir. Dolayisiyla, ortak bdleni olmayan' ¢oziimleri bulmak, tim ¢dziimleri bulmak igin
yeterlidir. Bundan boyle, (a, b, ¢) ortak bdleni olmayan bir ¢éziimii simgeleyecek.

a* + b* = ¢ oldugundan, a, b, ¢ sayilarindan ikisi bir sayiya boliiniiyorsa iiinciisii de ayni
sayiya boliintir. Demek ki a, b ve ¢ sayilarindan ikisi ayni sayiya boliinemezler. Dolayisiyla bu
sayilardan ikisi birden ¢ift olamazlar, yani bu {i¢ sayidan en az iki tanesi tek sayidir. Bu
sayilardan ikisi tekse {igiinciisii ¢ift olmak zorundadir.

Hangi sayi cifttir? c ¢ift olamaz (¢iinkii ¢ ¢iftse, a ve b tek sayilardir, dolayisiyla yukardaki
onsava gore, a” + b” sayis1 dorde boliindiigiinde iki kalir, yani a* + b* dorde bolinmez; te yandan
¢* dorde boliniir.) Demek ki a ve b sayilarindan biri ¢ift olmak zorunda. Gerekiyorsa a ve b
sayilariin yerlerini degistirerek, a sayisinin ¢ift oldugunu varsayabiliriz. Bundan bdyle a’nin ¢ift
oldugunu varsayacagiz.

Demek ki b ve ¢ tek sayilar. Dolayisiyla c—b ve c+b ¢ift sayilar. O halde,

a=2n, c—b=2v, c+tb=2w 2)

" Daha dogrusu ortak boleni 1 olan!



olarak yazabiliriz. (2) esitliklerinden,

:(c+b)—(c—b) :2w—2v

b 5 5 =w-—v 3)
+b)+(c—b 2w++2
cz(c )2(C ) _ W2 S~y 4)

esitlikleri ¢iktigindan, v ve w sayilarinin ortak boleni yoktur (¢iinkii hem v’yi, hem w’yi bdlen bir
say1, b ve ¢ sayilarini da boler.)

a* + b* = ¢ esitliginden, a® = ¢* — b* = (¢ — b)(c + b) esitligi ¢ikar. Bu esitlikte, (2)’den

yararlanarak, a yerine 2n, ¢ — b yerine 2v, ¢ + b yerine 2w koyarsak, ve 4’leri sadelestirirsek

n*=vw (5)

esitligini buluruz. Demek ki vw bir kare. Ote yandan v ve w sayilarmin ortak bélenleri yok.

Dolayisiyla v ve w de birer kare olmak zorundalar. v = ¢* ve w = p* olarak yazalim. isimiz asag

yukar bitmistir: (3) ve (4) esitlikleri b = p>— ¢* ve ¢ = p* + ¢* verir; (5) esitligi n = pq verir; (2)
esitligi de a = 2n = 2pq verir. [

Teorem 1’in ikinci Kamiti: Bu kanitta geometrik bir yontem kullanacagiz.
Kanita baglamadan once, (0,1) noktasindan gecen ve » eksenine kosut olmayan bir
dogrunun denkleminin, bir m sayisi igin,
y=mx+1 (6)
biciminde yazilabilecegini okura animsatirim. m sayisina o dogrunun egimi adi verilir.
Simdi a, b, ¢ sayilar, x* + y* = z* denklemini saglayan ii¢ pozitif say1 olsunlar. O zaman a/c
ve b/c kesirli sayilari,
X+yi=1 (7)
denklemini saglarlar. (7) denkleminin gergel sayilardaki ¢oziimleri, merkezi (0,0) noktasinda olan
1 yarigapl daire (birim daire) lizerindedir, dolayisiyla (a/c,b/c) noktast da bu daire iizerindedir:

A y
(0,1)
(alc,b/c)

(1,0)

v

a > 0 oldugundan, (a/c, b/c) noktasiyla (0,1) noktasi, birim dairenin iki degisik noktalaridir.
Bu iki noktadan gecen dogruya bakalim:



(0,1)

(alc,b/c)

v

Bu dogrunun denklemi y = cx + 1 dir. Yani (6) denklemindeki m sayist (dogrunun egimi

. b— o T . o
yani) p . sayisina esittir, dolayisiyla kesirli bir sayidir. Ortak boleni olmayan iki p ve ¢
tamsayisi i¢in
b—c
m="_—"=plq (8)
yazalim. Ayrica, r ve s sayilarini
r=al/c ve s=b/c )

olarak tanimlayalim. (r,s) noktasi, yani (a/c,b/c) noktasi, hem birim dairenin, hem de y = mx +
1 denklemli dogrunun {istiinde. Dolayisiyla » ve s sayilar1 (6) ve (7) denklemlerini saglarlar.
Denklemlerimizi yazalim:

PHst=1ve s=mr+1. (10)
Ikinci esitlikten s’yi biliyoruz: s = mr + 1. Bunu birinci esitlige yerlestirelim:
1=r+s=r+@mr+1)
Sagdaki terimi acalim:
1=+ mz)r2 +2mr+ 1,
yani,
(1 +m*r* +2mr=0,
yani,
A+ mHr+2m] =0.
Ote yandan » # 0. Demek ki ’yi sadelestirebiliriz ve
(1 +m*)r+2m=0,
yani,
__2m
"Il

buluruz. Bunu ve (10) denklemlerinden ikincisini kullanarak s’yi de bulabiliriz:
2m’ 1—m’
]+m2+1:1 -

s=mr+1=

Demek ki,

—2m
"’
1—m’
ST+ m’

Simdi (8) ve (9) denklemlerini yukardaki denklemlere tasiyip biraz hesap yapacak olursak,



-1, . (11)

esitliklerini elde ederiz. ikinci esitlikten p? + ¢ sayisinmn (p*—g°)c’yi boldiigi c¢ikar. Ote
yandan p° — ¢° ile p* + ¢* sayismin ortak boleni ya 1 ya da 2’dir*. Bu ortak bélenin 1 oldugunu
varsayalim (ortak bolenin 2 oldugu sikki okura birakiyoruz.) Demek ki p* + ¢7, ¢’yi béler. ¢ =
d(p2 + qz) esitligini saglayan bir d sayisi bulalim, ve bunu (11) esitliklerine yerlestirelim. Teorem
1 bir kez daha kanitlanmistir. [

Teorem 2’nin Kamitr’: Sonsuz Inis ve Sonsuz Cikis adli yazida soziinii etti§imiz sonsuz
inis yontemini kullanacagiz. Teoremin yanlis oldugunu varsayalim, yani

=22 (12)
esitliginin pozitif tamsayilarda bir ¢éziimiiniin oldugunu varsayalim. Bir ¢eligki elde edecegiz.
(12)’nin ¢oziimleri arasinda z’nin en kiicliik oldugu bir ¢oziim secelim. Bu ¢oziime (x, y, z)
diyelim. (12) denklemi sadelestirmeye olanak verdiginden ve z en kii¢iik oldugundan, x, y ve z
sayilarinin ortak boleni yoktur. Bundan da x, y, z sayilarindan herhangi ikisinin ortak bdleninin
olmadig1 ¢ikar. Demek ki bu ii¢ sayidan yalnizca biri ¢ift olabilir ve en az ikisi tektir. Sayilardan
ikisi tekse, ticiinciisii ¢ift olmak zorunda. z ¢ift olamaz (¢iinkii z ¢iftse, x ve y tektir, ve x* + *
dérde bolinmez, 6te yandan z* dorde béliiniir.) Demek ki ya x ya y ¢ift. Gerekirse x’le y’nin
yerlerini degistirerek, x’in ¢ift oldugunu varsayabiliriz. Simdi (x°, )%, z) sayilarma birinci

teoremimizi uygulayabiliriz: ortak bdlenleri olmayan dyle a ve b vardir ki,

x> =2ab (13)
V=a-b (14)
z=d+b (15)

dir. Ayrica a ve b sayilarindan yalnizca biri ¢ifttir. @’nin ¢ift olamayacagini iddia ediyorum:
eger a ¢ift olsaydi, b tek olurdu. a = 2a;, b = 2b; + 1 yazalim. Bu esitlikleri (14)’e yerlestirelim:
2 =09 22 = (2402~ (2 + 1)
=4a>— 4b "~ 4b; — 1
=4(a’— b’ —b)—1
= 4(6112— b12_ bl—l) +3
ve yazinin basinda kanitladigimiz 6nsavla celistik. Iddiami kanitladim: a ¢ift olamaz. Demek
ki b cifttir. (14) denklemine gore b* + y* = 4 oldugundan birinci teoremi gene uygulayabiliriz:
ortak boleni olmayan 0yle ¢ ve d sayilari vardir ki,

b="2cd (16)
y=c—d" (17)
a=c*+d (18)

dir. Simdi x*’yi hesaplayalim:

X2 =19 24 =001 4ed(* + dP).

Demek, 4cd(c* + d°) tam bir kare. Dolayisiyla cd(¢® + d*) de tam bir kare. Ote yandan ¢, d ve
¢® + & sayilarindan herhangi ikisinin ortak boleni yok. Bundan da ¢, d ve ¢* + d” sayilarinin birer
tam kare olduklar1 ¢ikar. Yani dyle e, f, g sayilar1 vardir l;i,

c=e (19)

% u sayist hem p? + ¢*’yi, hem de p>—¢*’yi béliiyorsa, u bu sayilarin toplamini ve farkini da béler. Dolayisiyla u hem
2p*’yi, hem de 2¢*’yi béler. p ile ¢’niin ortak boleni olmadigindan, u = 1 ya da u = 2’dir.
3 Bu kamt Fermat’nindr.



d=f? (20)
2, 2_ 2
ct+d =g (21)
dir. Kanitin sonuna geldik. Hesaplayalim:
AT =920 24 o) 2
Demek ki (e, f, g) sayilarn da (12) denkleminin bir ¢6ziimii. Son olarak, g sayisinin, z
sayisindan kiigiik oldugunu kanitlayalim. Bu diledigimiz celiskiyi verecek: z = ¢* + p* =619
(® + &)+ 4rd =2V g + 4PdP > ¢* > g. Ikinci teorem de kanitlanmustir. [



