Gecikmis Bir Tesekkiir
Ali Nesin

sagidaki esitligi daha 6nce Matematik ve Korku adli kitabimin Pisagor ve Sayilar
Aadh yazisinda kanitlamistim:
1+2+...+n=nn+1)2
Geometrik olarak bu esitligi bir kez daha “kanitlayayim”. Ama o6nce esitligi
sOyle yazayim:
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Diyelim n = 5. Asagidaki sekle bakalim.

Kag tane kare var bu sekilde? 1 +2 + 3 + 4 + 5 tane kare var.
n’nin 5 oldugunu unutalim. Yukardaki sekilde 1 + 2 + ... + n tane
kare var.

Ote yandan, iiggenin iginde n”/2 tane kare var (kenar1 n olan bir
karenin yaris1) ve liggenin hemen tistiinde de #/2 tane kare var (n’nin
yarist.) Demek ki sekilde n*/2 + n/2 tane kare var.

Yukardaki seklin icindeki kare sayisini iki tiirlii hesapladik. ilk

hesapta,
I+2+.+n
bulduk, ikinci hesapta,
non
2 2
tane, yani n(n+1)/2 tane... Demek ki bu iki say1 birbirine esitmis! Kanitimiz bitmistir.
Bu formiil sayesinde 1 + 2 + ... + n sayisin1 kolaylikla hesaplayabiliriz. Formiilii

kullanmazsak, n — 1 tane toplama yapmamiz gerekir, ki bu da, eger n biiyiik bir sayiysa, ¢ok
zaman alir. Ama n(n+1)/2 terimini hesaplamak i¢in bir toplama (+ 1), bir carpma ve bir bolme
(2’ye) olmak iizere ii¢ islem yapmak yeterlidir. Ornegin 1’den 100’e kadar olan sayilarm
toplamak icin 99 tane toplama islemi yapmak yerine, 100(100+1)/2 terimini hesaplamak ¢ok daha
kolaydir:
100(100+1)  100x101
2 2
Hesaplarin kolaylastigindan kusku yok.
Ik n saymin karelerinin toplami kactir? Ornegin,
P+22+3°+4°+5°
sayisini bir ¢irpida bulabilir miyiz? Eger bu kolay geldiyse, ilk 20 saymin karelerinin toplamin
bulmaya ¢alisin. Once her saymin karesini alacaksiniz, sonra bu kareleri toplayacaksimiz... Tam
39 islem yapmaniz gerekecektir.
Karelerin toplamini bulmanin daha kolay bir yolu vardir. Asagidaki formiilii kullanabiliriz:

6
Bu formiille ilk 20 sayinin karelerinin toplamini bir ¢irpida bulabiliriz:
20(20+1)(40+1
( 6)( ) _ 2870.
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Ergenlige daha adimimmi atmamistim. Marmara kiyisinda ailemle birlikte bir
tatilkdylindeydik. Herkes eglenirken, koca tatilkdyiinde durmadan okuyup yazan iki kisi vardi:
babam ve adimi unuttugum bir delikanli. Delikanli, yasitlar1 gibi denize girmiyor, oyun
oynamiyor, geceleri dans etmiyor ve kizlarla ilgilenmiyordu, en azindan ilgilendigi belli
olmuyordu. Durmadan yazip ¢iziyordu, yazip ¢izmekten yorulunca da kitap okuyordu.
Delikanlinin ne yaptigini merak ettim. Bir giin yanma gidip sordum. Matematik yapryormus.
Bana anlatt1 yaptigini.

— Ornegin, dedi, ilk 7 saymnin karelerinin toplamini veren bir formiil bulabiliriz...

— Nasil yani? diye sordum.

Yukarda verdigim formiilii yazdi kagida.

— Dene, dedi. Diyelim n = 5. Ilk bes saymin karesini bul.

Buldum: 1, 4, 9, 16, 25.

— Topla simdi.

Topladim: 55 ¢ikt1.

— Simdi, dedi, n(n + 1)(2n + 1)/6 teriminde n yerine 5 koy ve hesapla.

Hesapladim. 55 ¢ikti.

— Bak, ayni1 say1y1 buldun!

Sasirdim. 6’y1 denedim, 7°yi denedim, hep ayni sayiyr buldum. Bu, bana sihirbazlik gibi
geldi. Gergek sihirbazlik... Hilesiz ¢iinkii. Sayilar arasinda bu tiir iliskilerin olabilecegini daha
once hi¢ diislinmemistim, kimse de soylememisti. Yepyeni bir evrene girmek {izere oldugumu
anladim. Merakla,

— Formiilii nasil buldun? diye sordum.

— Anlatayim mi1?

— Anlat!..

Cok heyecanlanmistim. Anlatmaya basladi.

— Diyelim, dedi, yukardaki formiilii bulmaya calistyoruz... Once sdyle bir formiil bulmaya
caligalim:

1P+2°+ 3+ .+t =an’+ b’ +cn+d.
Bakalim boyle bir formiil dogru olabilir mi?

Tam bdyle mi acikladi bilmiyorum elbet, aradan nerdeyse 30 yil gecti. Ama buna benzer
seyler soyliiyordu.

—a, b, c ve d’nin degerlerini simdilik bilmiyoruz, bulmaya calisacagiz. Bak... Diyelim, n =
1. Eger formiil dogruysa, 1°~ a+b+c+d olmalt. Oyle degil mi?

—Evet...

— Simdi n = 2 olsun. Eger formiil dogruysa, 1>+ 2> = 8a + 4b + 2¢ + d olmali, 6yle degil

mi?
— Evet...
— Simdi 7 = 3 olsun. Demek ki 17+ 2%+ 32=27a + 9b + 3¢ + d esitligi dogru olmali...
— Evet...
— Simdi de 7 = 4 olsun. Demek ki 17+ 2%+ 3%+ 4%~ 64a + 16b + 4¢ + d esitligi...
— Evet...
Esitlikleri altalta yazdi:
a + b + ¢ +d = 1
8 + 4b + 2¢ +d = 5
27a + 9b + 3¢ +d = 14
64a + 16b + 4¢c +d = 30



— Simdi a’y1, b’yi, ¢’yi ve d’yi bulabiliriz... Clinkii dort bilinmeyenli dort denklemimiz
var...

Sonra gosterdi a, b, ¢ ve d’nin nasil bulunacagini. Birinci esitligi obiir esitliklerden ¢ikardi
ve boylece d kayboldu:

Ta + 3b + ¢ = 4
26a + 8 + 2¢ = 13
63a + 15b + 3¢ = 29
— Simdi ii¢ bilinmeyenli ii¢ denklemimiz var. d’yi yokettik. Simdi de ¢’yi yokedelim.
12a + 2b = 5
42a + 6b = 17

Once birinci esitligi ikiyle ¢arpip ikinci esitlikten ¢ikardi. Sonra birinci esitligi {icle ¢arpip
tiglincii esitlikten ¢ikardi:

— Bilinmeyen sayist ikiye indi. Simdi b’yi1 yokedelim. Birinci esitligi tigle ¢arpip
ikincisinden ¢ikaralim: 6a = 2, yani a = 1/3 buluruz...

Arkasindan, yukardaki esitliklerden birinde a yerine 1/3 koydu ve 5’yi buldu. Diyelim 12a
+ 2b =5 esitliginde a yerine 1/3 koydu ve 4 + 2b = 5 buldu. Bundan da 26 =1 ve b = 1/2 ¢ikt1.

— b’yi de bulduk. simdi ¢’yi bulalim... Yukardaki 7a + 3b + ¢ =4 esitliginde a = 1/3 ve b =
1/2 olsun.

Hesapladi, ¢ = 1/6 ¢ikt1.

Corap sokiigii gibi gidiyordu ¢éziimler. Simdi sira d’yi bulmaya gelmisti. Yukardaki a + b
+c+d=1 esitliginde, a = 1/3, b = 1/2 ve ¢ = 1/6 ald1. Hesapladi ve d = 0 buldu.

— Hepsini bulduk... dedim biraz saskin.

— Evet bulduk, dedi ve buldugumuz degerleri

1P+22+ 3%+ +nt=ar+bn*+cn+d.

formiiliine yerlestirdi:
3 2

2., 42 2. n o n
1"+2°+...+n =5 +3+6
Bu formiil, yukardaki formiile benzemiyor ama biraz basit cebirle,
(nt1)(2n+1)
ﬁ+f+m+#=nn1£nl
formiiliine doniistiirtilebilir.
Cok hosuma gitmisti.
— Hemen sevinme, dedi, nerden biliyorsun formiiliin dogru oldugunu?
— Ik dort say1 igin dogru ya!

— Evet, dedi, formiil » =1, 2, 3 ve 4 i¢in dogru... Ama her say1 i¢in dogru mu bakalim?

— Haklisin, demek zorunda kaldim.

— Bakalim formiil » = 5 i¢in dogru mu?

Konusmamizin basinda formiiliin » = 5 i¢in dogru oldugunu gérmiistiik.

— Evet! dedim. Formiil » = 5 i¢in de dogru...

— Demek ki, dedi, formiil her say1 i¢in dogru!

Burda bana yalan mi1 soyledi, yoksa kendisi de mi yanlis biliyordu, bilmiyorum. Dedigi
dogru degildi. Formiiliin » = 5 i¢in dogru olmasi, her say1 i¢in dogru oldugunu gostermez.
Formiiliin n = 6 ve 7 i¢in de dogru oldugunu bilmek yetmez. Bu asamadan sonra, formiiliin dogru
oldugunu bilmek i¢in tiimevarimla kanit yapmak gerekir'.

1 Formiiliin dogrulugu tiimevarimla soyle kanitlanir: Eger n = 1 ise formiiliin dogru oldugundan kuskumuz yok. Simdi, formiiliin » igin dogru oldugunu varsayip, n + 1 i¢in dogru

oldugunu kanitlayin. Tiimevarimla kanit yontemi Matematik ve Oyun adli kitabimin Sonsuz Inis ve Sonsuz Cikis adli yazisinda agiklanmistir.



Bu yontemle sayilarin kiiplerinin toplamini veren bir formiil bulduk. Kiiplerde ilging bir
esitlik goziimiize ¢arpti:
r=1=1°
P+2°=9=3
P+2°+3=36=6
1P+2°+3+4°=100=10
Kiiplerin toplami hep kare! Kolayca,
P+2°+..+n= (ﬂnzi)jZ
formiiliinti bulduk. Soldaki n(n+ 1)/2 terimi ilk » saymnin toplami oldugundan,
P+2°+. .. +r=1+2+..+n)
esitligini kesfetmistik. Ikimiz de sasirdik bu ise. Bugiin hala daha sasarim bu esitlige.
O giin ve daha sonraki giinler bir¢ok formiil bulduk. Sabahtan aksama formiil buluyorduk.
O delikanl bana ¢ok sey ogretti. Kimbilir nerelerde simdi, ne yapiyor? Adi bile kalmamis
bellegimde. Kendisine yiizyiize tesekkiir etmek isterdim.



