Bu yazida hile yapiyorum... Bir yerde bir hata var.

Gercekten Asal Var mi1?
Ali Nesin

I : endinden ve birden baska sayiya boliinmeyen sayilara asal denir. Ornegin, 2, 3,
5,7,11,13, 17, 19 asal sayilardir. Ama 35 asal degildir, ¢linkii 5’e boliiniir. Teknik
nedenlerden 1 asal sayilmaz.
Sonsuz tane asal oldugu ta eski Yunanllardan beri biliniyordu. Oklid’in
Elemanlar adli kitabinda vardir bunun kaniti. Oklid’in aktardigi bu kanit diinyanin en giizel
kamtlarindan biri olarak kabul edilir. Oylesine giizeldir ki, bu kaniti bilmeden o6lenlere,
matematikgiler, asik olmadan 6lmiis biri goziiyle, yani aciyarak bakarlar. Matematik ve Korku
adli kitabimin Asal Sayilar baslikli yazisinda bu giizel kanit1 bulabilirsiniz.
100°den kiiciik 25 tane asal say1 vardir. Iste o asal sayilar: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,
31,37,41,43,47,53,59,61, 67,71, 73, 79, 83, 89, 97. Demek ki, yiizden kii¢iik sayilarin yiizde
25’1, yani dortte biri asaldir.
Bir bagka deyisle, ilk yliz say1 arasindan rastgele bir say1 se¢ecek olursak, bir asal sayi
segme olasiligimiz 1/4’tiir, yani yiizde 25°tir, yani 0,25tir".
1000°den kiiclik kag tane asal vardir? Hepsini teker teker bulabiliriz. Bir bilgisayar zaman
kazandirir. 1000’den kiigiik asallar sunlar:
2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97,
101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193,
197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 307,
311, 313, 317, 331, 337, 347, 349, 353, 359, 367, 373, 379, 383, 389, 397, 401, 409, 419, 421,
431, 433, 439, 443, 449, 457, 461, 463, 467, 479, 487, 491, 499, 503, 509, 521, 523, 541, 547,
557, 563, 569, 571, 577, 587, 593, 599, 601, 607, 613, 617, 619, 631, 641, 643, 647, 653, 659,
661, 673, 677, 683, 691, 701, 709, 719, 727, 733, 739, 743, 751, 757, 761, 769, 773, 787, 197,
809, 811, 821, 823, 827, 829, 839, 853, 857, 859, 863, 877, 881, 883, 887, 907, 911, 919, 929,
937,941, 947, 953,967, 971, 977, 983, 991, 997.
Tam 168 tane var. Demek ki, 1’le 1000 arasi1 rastgele bir say1 segcecek olsak, bir asal say1
secme olasiligimiz 168/1000°dir, yani 0,168 dir.
Goriildiigii gibi ilk yiiz sayida asallar daha yogun: ilk yiiz sayida asal bulma olasilig1, ilk
bin sayida asal bulma olasiligindan daha fazla.
Eger n bir tamsayiysa, p(n), n’den kiiciik asal say1 sayist olsun. Ornegin, p(100) = 25 ve
p(1000) = 168.
Asallarin ne kadar yogun oldugunu anlamak istiyoruz, yani p(n)/n sayisiyla ilgileniyoruz.
Asal sayilarin yogunlugunu 6lgen bu sayilara y(n) diyelim. Bu sayi, n’den kii¢iik rastgele se¢ilmis
bir sayimnin asal olma olasiligidir. Yukardaki deneylerden,
»(100) = p(100)/100 =0,25
»(1000) = p(1000)/1000 =0,168
oldugu anlagiliyor.
Bu yogunluklari bilgisayarimda hesaplattirdim. Iste birkag sonug:
»(100) = 25/100 =0,25

! Matematikte olasiliklar 1 {izerinden hesaplanr.



»(200)
»(300)
»(400)
»(500)
»(600)
»(700)
»(800)
(900)
1(1000)
1(2000)
1(3000)
1(4000)
1(5000)
1(6000)
1(7000)
1(8000)
1(9000)
1(10000)

1(20000) =

1(30000)
1(40000)

1(50000) =

1(60000)
1(70000)

1(80000) =
1(90000) =

46/200 =0,23

62/300 =0,2066066...
78/400 =0,195
95/500 =0,19
109/600 =0,181666...
125/700 =0,17857...
139/800 =0,17375
154/900 =0,17111...

168/1000  =0,168
303/2000  =0,1515
430/3000  =0,143333...
550/4000  =0,1375
669/5000  =0,1338
783/6000  =0,1305
900/7000  =0,12857...
1007/8000 = 0,125875
1117/9000 =0,1241111...
1229/10000 =0,1229
2262/20000 =0,1131
3245/30000 =0,1081666...
4203/40000 =0,105075
5133/50000 =0,10266
6057/60000 =0,10095
6935/70000 =0,0990714...
7837/80000 =0,0979625
8713/90000 =0,0968111...

»(100000) = 9593/100000 = 0,09593

Yogunluklarin giderek kiigiildiigiinden artik hi¢ kuskumuz yok sayilir. Belli ki asallarin
yogunlugu gitgide azaliyor”.

Bu yogunluk nereye dek kiigiiliilyor? Ornegin 0,08’in ya da 0,09’un altna iniyor mu?
Iniyorsa, 0,01’in altina iniyor mu? Ya daha asagilara?

Baska tiirlii yaklasalim konumuza.

Dogal sayilar arasindan rastgele bir say1 sec¢iyoruz. Bu sayinin ¢ift olma olasiligi kagtir?
1/2°dir elbet. Ciinkii sayilarin “yaris1” ¢ifttir, “yaris1” da tek. Demek ki, rastgele secilen bir
saymin tek olmasi yani ikiye boliinmeme olasiligi da 1/2°dir.

Sayilar1 her kenarmmin uzunlugu 1 olan bir kareye koyacak olursak, bunu sdyle de

gosterebiliriz:

Tek Sayilar

Cift Sayilar

Peki ya rastgele secilen bir sayimnin iige boliinebilme olasiligi
kactir? 1/3’tiir. Ciinkli sayilarin “licte biri” iice bdliiniir, geri kalan
“ligte 1ikisi” boliinmez. Rastgele secilmis bir saymin iige bdoliinme
olasilig1 nasil 1/3 ise, iice bolinmeme olasiligi da 2/3’tlir. (Toplam
olasilik 1, yani ylizde yiiz olmalt.)

Bunu, yukardaki gibi bir semayla gosterebiliriz:

2 Dogru 6nerme soyle: “y(n+ 1) < y(n) ancak ve ancak n + 1 asal degilse.” Demek ki yogunluklar her zaman degil, ama genellikle kiigiiliiyorlar.



3’e boliindiigiinde 1
/_ kalan sayilar

3’e boliindiigiinde 2

\L / kalan sayilar
N

N——  3’e boliinen
sayilar

Genel olarak, rastgele se¢ilmis bir saymin n’ye (tam olarak) bolinme olasiligi 1/x’dir,
boliinmeme olasiligi da 1 — 1/n’dir elbet (toplam olasilik 1, yani yiizde yiiz olmali.)

Simdi daha zor bir soru soralim. Rastgele se¢ilmis bir sayinin ne ikiye ne de {ige bdliinme
olasilig1 kagtir?

Rastgele bir saymin ikiye boliinmeme olasilig1 1/2, {ige boliinmeme olasiligi da 2/3. Bunu
biliyoruz. Bu iki bilgiyi kullanarak, rastgele bir saymnin ne ikiye ne de iice boliinmeme olasiligini
bulabilir miyiz? Evet! 1/2’yle 2/3’iin ¢arpimina esittir bu olasilik.

Neden? Aciklayayim. Yukardaki iki sekli iistiiste koyalim:

3’eve 2’ye
/_ boliinmeyen sayilar 3’e boliinen ama 2’ye
\L boliinmeyen sayilar

\_ 3’eve2’ye
\ boliinen sayilar

\_ 3’e boliinmeyen ama 2’ye

boliinen sayilar

Rastgele secilmis bir saymin ne ikiye ne de ilige boliinmemesi demek, yukardaki kareye
rastgele bir tas atildiginda, bu tasin sol iist bolgeye diismesi demektir. Goriildiigi gibi, ikiye ve
tice bolinmeyen sayilari simgeleyen bu sol iist kdsedeki bolge bir dikdortgendir ve bu
dikdortgenin bir kenar1 1/2, 6biir kenar1 2/3’tiir. Yani, kareye rastgele atilan bir tasin sol {ist
dikdortgenin igine diisme olasiligr 1/2 x 2/3 = 1/3’tiir. Demek ki bir sayinin ne ikiye ne de iige
boliinme olasilig 1/3 tiir.

Sorularimiz1 gittikge zorlastiralim. Rastgele secilmis bir sayinin ne ikiye, ne {ige, ne de bese
boliinmeme olasiliglr kactir? Rastgele secilmis bir saymin ne ikiye ne de iice boliinmeme
olasiliginin 1/3 oldugunu biraz 6nce gordiik. Rastgele se¢ilmis bir saymin bese bdliinmeme
olasilg da 1-1/5, yani 4/5’tir, bunu da yukarda gormiistiik. Bu iki bilgiyi kullanarak, rastgele bir
saymin ikiye, iice ve bese boliinmeme olasiligini bulabiliriz. Yukardaki yontemi kullanabiliriz.
Bu olasilik, 1/3 ile 4/5’in ¢arpimina esittir, yani 1/3 x 4/5 = 4/15’tir. Bu say1y1 sdyle yazalim:

(1-1/2) x (1 =1/3) x (1 = 1/5).

Rastgele bir sayimin ikiye, iice, bese ve yediye boliinmeme olasilig da,

(1-12)yx (1 =1/3) x (1 = 1/5) x (1 = 1/7)
dir.



Genel olarak, p;, .., p, degisik asallarsa, rastgele secilmis bir saymnin bu asallara
boliinmeme olasiligl, 1 — 1/py, ..., 1 — 1/p, sayilarinin ¢carpimudir.

Kiiciik p asal sayilar1 i¢in, bir saymnin p ve p’den kiiglik asallara bdliinmeme olasiligini
bilgisayarima hesaplattim:

p | kesirli olasilik degeri (£ 10
2| 112 0,5
3] 1/3 0,3333
5] 4/15 0,2667
7] 8/35 0,2286
11| 16/77 0,2078
13 | 192/1001 0,1918
17 | 3072/17017 0,1805
19 | 55296/323323 0,1710
23 | 110592/676039 0,1636
29 | 442368/2800733 0,1579

Olasiliklar gittikce kiictliliiyorlar, ¢iinkii bir 6nceki sayiyr 0’la 1 arasinda bir sayiyla
carpiyoruz. Bu da sezgimizle ¢atismiyor, say1 biiylidiikge, rastgele bir saymin o sayidan kiiciik
asallara boliinmeme olasilig1 kiigiiliir.

Bu c¢arpimlar p biiyiidiik¢e ne olurlar? Kiigiildiiklerini gordiik. Ama bunun da 6tesinde? p
sonsuza yaklastik¢a, yukarda buldugumuz degerler hangi sayiya yakinsar?

Yanit1 vereyim: 0’a. Bir baska deyisle,

1/2 x 2/3 x4/5 x 6/7 x 10/11 x 12/13 x 16/17 x 18/19...
sonsuz ¢arpimi sifira esittir.

Neden? Cok basit. Ciinkii yukardaki sonsuz carpim, rastgele secilmis bir dogal saymin
hi¢bir asala boliinmeme olasiligidir ve higbir asala boliinmeyen bir tek dogal sayr vardir, o da
1’dir. Sonsuz tane say1 arasindan 1’1 (rastgele) segme olasiligi 0 oldugundan, yukardaki sonsuz
carpim da 0’dur.

Simdi, dogal sayilar arasindan rastgele secilmis bir saymin asal olma olasiliginin 0
oldugunu kanitlayacagiz. Bir bagka deyisle, dogal sayilar arasindan rastgele se¢ilmis bir sayinin
asal olamayacagini kanitlayacagiz.

“Bal gibi olur, bir asal secerim, olur biter,” demeyin. Olmaz! Rastgele segerseniz olamaz.
Isteyerek, oOzellikle bir asal segebilirsiniz elbet. Ama biz burada rastgele bir segimden
sozediyoruz.

Kanita bagliyorum:

1. Herhangi bir asal ele alalim. Bu asala p adin1 verelim. Rastgele secilmis bir sayinin ya
p’ye bolinmeme ya da p’ye esit olma olasiligim1 hesaplayalim. Bir baska deyisle, asagidaki
kareye rastgele bir tas attigimizda, bu tasin ya sol bolgeye ya da (sag bolgede bulunan) p
noktasina diisme olasiligin1 hesaplayacagiz.



p’ye boliinmeyen

/ sayilar

‘\-— p’ye boliinen
sayilar

Rastgele se¢ilmis bir saymim p’ye bolinmeme olasiliginin 1-1/p oldugunu yukarda
gormiistiik. Rastgele se¢ilmis bir sayinin p olma olasiligr sifirdir (¢iinkii sonsuz tane say1 vardir
ve rastgele bir say1 secersek p’yi secemeyiz.) Dolayisiyla, rastgele secilmis bir saymin ya p’ye
boliinmeme ya da p’ye esit olma olasiligi da 1-1/p’dir.

Ornegin rastgele secilmis bir saymin ya 2’ye esit olma ya da 2’ye bdliinmeme olasilig 1—
1/2°dir. Bunun gibi rastgele bir saymin ya 5’e esit olma ya da 5’e boliinmeme olasiligr 1-1/5’tir.

2

2. p bir asal say1 olsun. 4,(x) olay’’, “ya x = p ya da p, x’i bolmez’’ olsun. Bir iistteki
paragrafta gordiigimiiz gibi, A,(x) olaymnin ger¢eklesme olasiligi 1 — 1/p’dir.
Kolayca goriilecegi iizere, eger p ve q degisik asallarsa, “4,(x) ve 4,(x)” olayi, ya
x’in ne p’ye ne de ¢’ye boliinmeme
ya da
x’in p ve g sayilarindan birine esit olma
olayidir. Daha o6nceki agiklamalarimizi anlayan okur, “4,(x) ve 4,4(x)” olaymin gerceklesme
olasiliginin her iki olayin gerceklesme olasiliklarinin ¢arpimina, yani (1-1/p)(1-1/q) sayisina esit
olduguna kolayca inanacaktir".
Daha da genel olarak, eger p1, pa, ..., pr degisik asallarsa,

“4, (x)ved, (x)ve....ved, (x)olayr”,

x’in ya bu asallardan higbirine bdliinmeme ya da bunlardan birine esit olma olayidir. Bu olayin
gergeklesme olasiligi da,
(1=-1/p)(1=1/p2)... (1=1/p)
carpimina esittir.

3. Simdi “her p igin 4,(x)” olayma bakalim, yani "4(x) ve 43(x) ve 4s(x) ve 4As(x) ve ..."
olayma. Bir stteki paragraftan anlagilacagi lizere, bu olay, “ya higbir asal x’1 bdlmez (yani x = 1)
ya da x bir asaldir” olayidir. Gene bir istteki paragraftan anlasilacag: iizere, bu olayin olasiligl,
(1-1/2)(1-1/3)(1-1/5)(1-1/7) ... sonsuz ¢arpimina, yani daha once de goérdiiglimiiz iizere 0’a
esittir. “x = 1" olaymin olasilig1 0 oldugundan, x’in asal olma olasilig1 da 0’dur.

Demek ki, rastgele se¢ilmis bir sayinin asal olma olasilig1 0°dir. Bir bagka deyisle, sonsuz
tane asal vardir, ama asallarin sayisi, tiim sayilarla karsilastirildiginda, o kadar da fazla degildir.

3 Burada “olay” sozcugiinii, Tiirkgede ne yazik ki gok sik ve gerekli gereksiz kullanilmaya baslanan ve nerdeyse argolasan anlaminda kullanmiyorum. Burda kullanilan “olay” sozcuigii,
matematiksel bir terimdir.

4 Ama genel olarak “4 ve B” olaymin gergeklesme olasiligi, 4 olayinin gergeklesme olasiliyla B olayinin gergeklesme olasiliginin ¢arpimina esit degildir. Bu, burada dyle.



