Kesirli Sayilar1 Saymak
Ali Nesin

Altidan yukar1 sayamayan aritmetigi zayif bir kabilenin reisligine en fazla hayvani olan kisi
getirilirmis. Hayvanlar1 nasil sayarlardi diye merak ediyor insan. Kimin daha fazla hayvam
oldugunu bulmak i¢in saymaya gerek yoktur ki! Hayvanlar1 karsilastirmak/eslestirmek yeterlidir.
Iki reis adaymin hayvanlar1 yanyana iki agila konur, sonra agillardan hayvanlar birer birer
cikarilir. Agili ilk bosalan se¢imi kaybeder.

flkel bir kabilenin buldugu bu iki kiimeyi karsilastirma yontemini, Bati uygarlign ¢ok geg
bulmugtur. Bu yontem 19. yiizyilin ikinci yarisinda Alman matematik¢i Georg Cantor tarafindan
kesfedilmistir.

Ornegin su soruyu soralim:

N, dogal sayilar kiimesi olsun. Yani,

N={0,1,2,3,...}
olsun. S de, 0’dan biiyiik dogal sayilar kiimesi olsun. Yani,

S=1{1,2,3,4,...}
kiimesi olsun. Bu iki kiimeden hangisinde daha fazla say1 vardir?

Okur, biiytik bir olasilikla N kiimesinde daha fazla say1 oldugunu sdyleyecektir. Ciinkii,
diyecektir okur, S kiimesi N kiimesinin bir altkiimesidir, yani S’nin her 68esi N kiimesindedir;
ayrica N kiimesinde S kiimesinde olmayan 0 sayisi vardir; demek ki N kiimesinde bir fazla 6ge
vardir...

Aristo da boyle diislinlirdii. Aristo, “Biitiin, parcadan daha biyiiktiir” derdi. Aristo
mantiginda bu bdyleydi. Ama artik degil, en azindan matematikte degil. Daha dogrusu ¢esitli
biiyiikliik kavramlart vardir.

Cantor’un ve giiniimiiziin matematiginin “6ge sayis1” tanimina gore, her iki kiimede de ayni1
sayida 6ge vardir. Ilkel kabilenin eslestirme ydntemini kullanalim:

N={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,... }
LId LIl
S=1{1,2,3,4,5,6,7,...}

Demek ki S kiimesinin 6geleriyle N kiimesinin 6geleri arasinda eslesme var: N kiimesinin
her 6gesini, N kiimesinin bir ve bir tek 6gesine es diisiirebiliyoruz.

Cantor’un tanimina gore, eger iki kiime arasinda bir “eslesme” varsa, o zaman iki kiimenin
“Oge sayist esittir”’. Dolayisiyla N ve S kiimelerinin 68e sayis1 birbirine esittir.

Ornegin, Cantor’a gore, ¢ift tamsayilar biitiin tamsayilar kadardir, ne fazla ne eksik. Yani,

Z={..-3,-2,-1,0,1,2,3,... }
tamsayilar kiimesiyle

2Z=4{...,-6,-4,-2,0,2,4,6,... }
cift tamsayilar kiimesinin 6ge sayilar1 (Cantor’un tanimina gore) birbirine esittir.
Z kiimesiyle 2Z kiimesinin nasil eslestirildigi bariz: n tamsayisin1 2n tamsayisiyla eslestirin:

Z={.. -3,-2,-1,0, 1, 2,3,... }

N R

22=1{...,-6,-4,-2,0, 2, 4,6,... }

“Oyle degildir, goriildiigii gibi Z kiimesinde 2Z kiimesinden daha ¢ok &ge vardir” demeyin.
Cantor’un tammmina gore her iki kiimede de esit sayida 6ge vardir.



“Ama iki kiime birbirine esit degil ki...” de demeyin... Ciinkii ben iki kiimenin birbirine esit
oldugunu sdylemedim ki, yalnizca “ayni sayida” elemanlar1 oldugunu sdyledim.

3/4, 1/2, —56/7 gibi sayilara kesirli say1 denir. Kesirli sayilar, iki @ ve b # 0 tamsayilar1 i¢in
a/b bi¢iminde yazilabilen sayilardir. V2 kesirli bir say1 degildir. V2’nin kesirli olmadiginin
kanitin1 yazilarimda daha once birka¢ vermistim, bir kez daha vermeyecegim. m sayist da kesirli
degildir. Ama 5 sayisi kesirlidir, ¢linkii 5 = 5/1 esitligi gegerlidir. V4 ve 2m/3n sayilar1 da
kesirlidir.

Pozitif kesirli sayilarla dogal sayilar arasinda bir eslesme vardr.

Birinci Yontem. Ornegin soyle:
0/1—>0
1/1 > 1
1252
2/1 53
13 >4
3/1 -5
1/4—>6
23->17
3/2-58
4/1 -9
1/5 > 10
5/1 > 11
1/6 > 12
2/5—>13
3/4 > 14
4/3 > 15
5/2 > 16
6/1 > 17

Iki kiimeyi nasil eslestirdigimi anlatayim: a/b kesirli sayilarini énce a + b sayismn
biiyiikliigline gore diziyoruz, sonra kii¢iik a’dan biiylik a’ya gidiyoruz. Tabii aradan daha once
siraladifimiz sayilari ¢ikariyoruz. Ornegin, a + b = 8 olan kesirli a/b sayilarini séyle diziyoruz:

1/7,3/5,5/3, 7/1.
(2/6, 4/4, 6/2 daha once dizilmisti.) Daha sonra su kesirli sayilar geliyor:
1/8, 2/7, 4/5, 5/4,7/2, 8/1.
Ardindan
1/9,3/7,7/3, 9/1
sayilar1 geliyor.
Bu yontemle 52/47 kesirli sayisinin hangi dogal sayiyla eslestirildigini bulmak kolay degildir.

Farey’in Yontemi. Cok tuhaf gelebilecek bir baska eslestirme daha vardir. Ilkokulda sik sik

yapilan
a+c

a c
_+_
b d b+d



hatasin1 kullanir bu yontem. %Ve % “say1”’larindan baglayalim (son “say1”y1 umursamayin
simdilik):
0 1
170
Bu iki “say1”nin tam ortasina, “toplam”lar1 olan %-F % = % sayisin1 yazalim:
011
10
Iki yeni araligimiz var: [% %] ve [% %] araliklari. Bu araliklara u¢larin “toplam”larini, yani,
Lot ve i
sayilarini yazalim:
0 1 1 2 1
172’1170
Bu bes say1 dort yeni aralik belirliyor. Bu dort araliga, araliklarin uglarinin “toplam”larimi
yazalim:
0O 1 1 213 2 31
323U

Bunu bdylece siirdiirelim. Bir sonraki asamada

0/1,1/4,1/3,2/5,1/2, 3/5, 2/3, 3/4, 1/1, 4/3, 3/2, 5/3, 2/1, 5/2, 3/1, 4/1, 1/0

sayilart belirir.
Boyle devam ederek her kesirli sayiy1 yalniz bir kez ve sadelesmis bigimde yazariz... Bunun

bildigim kanit1 uzun ama oldukga kolaydir. Bu yiizden kanitin1 vermeyecegim burada.

Simdi kesirli sayilar1 Farey’in yukardaki agikladigim yontemle, beliris sirasina gore sayin.
Yalniz 1/0’1 atlamay1 unutmayin, 6yle bir say1 yoktur!



