Olasilik Hesaplar: (2)
Ali Nesin

vard1. Simdi olay sayimizi sonsuz yapacagiz.
Kolay bir soruyla baglayalim: [0,1] araliginda rastgele secilen bir gercel
(reel) saymnin, 1/2°den biiylik olma olasihig kactir? Yanit 1/2°dir. Ciinkii,
[0,1] araligindaki sayilarin “yaris1” 1/2’°den biiyiik, 6biir “yaris1” ise 1/2’den kiiciiktiir.

Kolay bir soru daha: [0,1] araliginda secilen bir sayinin 1/6 ve 3/7 arasinda olma olasiligi
kactir? Yanit 3/7 — 1/6 = 11/42°dir.

Buraya dek sasilasi bir sey yok.

Peki, [0,1] araliginda segilen bir saymin 1/2’ye esit olma olasihig1 kactir? Sifirdir! Onsezi
zorlaniyor biraz burda. Ciinkii 1/2 sayis1 var ve bana, “bal gibi 1/2’yi secebilirim” diyebilirsiniz.
Ben de size, “madem 0Oyle, bahse girelim” diyebilirim. Bahse girmek istemezsiniz elbet. Ciinkii
kazanma olasiliginiz sifirdir! Olay sayist sonsuzsa ve her olayin gerceklesme olasiligi ayniysa, o
zaman, tek bir olaym olasilig sifirdir. SOyle agiklanabilir bu: Diyelim 1/2’yi se¢me olasiligi
0,0001. O zaman, herhangi bir say1y1 se¢gme olasilig1 da 0,0001°dir ve dolayisiyla asagidaki

1/10.000, 2/10.000, 3/10.000, ..., 10.000/10.000
onbin sayidan birini segcme olasiligin1 bulmak i¢in 0,0001°1 on bin kez toplariz ve 1 buluruz,
yani %100 olasilik! Olacak sey degil! Demek ki 1/2 sayisin1 se¢me olasiligi sifir olmalidir.

Bu dedigimiz, salt 1/2 i¢in degil, her sayr icin gegerlidir. [0,1] araliginda, Onceden
belirlenen bir sayiyr se¢gme olasiligr sifirdir. Gergekle ¢atismiyor bu. Eger dilerseniz 1/2’yi
secebilirsiniz elbet. Ama ancak isterseniz!.. Rastgele bir say1 sectiginizde 1/2’yi secemezseniz.

Kesinlikle bir say1 segeceksiniz. Ondan kusku yok. Ama sectiginiz bu sayiy1r dnceden
bilebilme olasiliginiz 0’dir!

Simdi iki say1 sececegiz. Sayilari sirayla sececegiz, yani birinci sayiyla ikinci say1 arasinda
ayrim yapacagiz. Soru su: [0,1] aralifinda rastgele ve sirayla iki say1 segersek, ikinci sayinin,
birinci sayidan biiyiik olma olasilig1 kagtir?

Birinci sayiya x adimi verelim, ikinci sayiya y. Rastgele (ama sirayla) iki say1 se¢mek
demek, [0,1] x [0,1], yani [0,1]* karesinde rastgele bir (x,y) noktas: segmek demektir.
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B ir 6nceki yazidaki drneklerde olay sayisi sonluydu. Ornegin, iki zarla 21 olay

Yukardaki resimde [0,1]° karesi ti¢ olay bdlgesine ayrilmus:
A= {(xy) € [0, :x <y}



Az =1{(xy) € [0,1F: x>y}
bolgeleri ve ¢aprazdaki ¢izgi, yani,
A=y = {(xx):x € [0,1] }

¢izgisi. Resimden de anlasildig iizere, [0,1]* karesindeki rastgele bir noktanin 4;, bdlgesinde
olma olasilig1 1/2°dir. 4,; bolgesinde olma olasiligr da 1/2°dir. 4,-, bélgesinde olma olasiligrysa
sifirdir.

Daha da zor bir soru soralim. [0,1] aralifindan {i¢ say1 segelim: x, y, z. Birinci say1 x, ikinci
say1 y ve iigiincii say1 z. Simdi, x < y < z olaymn gerceklesme olasilig1 kagtir? Bu ii¢ say1y1, [0,1]°
kiipiinde1 bir nokta olarak gorebiliriz. Yukardaki gibi bir resim ¢izmeye ¢alisabilirsiniz. Ben
denedim beceremedim. Ug boyutta gorebilmek kolay degil. Ama soyle akil yiiriitebiliriz: [0,1]°
kiipiinii su bolgelere ayiralim:

A3 ={(x,3,2):x<y<z}
Ainn={(x,y,z):x<z<y}
Ayz={(x,y,z): y<x<z}
A ={(x,y,z):y<z<x}
Asp={(x,y,2):z<x<y}
Az ={(x,y,2): z<y<ux}.

Birinci bolgenin oylumunu (hacmini) bulmak istiyoruz. Bu alt1 bélgenin oylumlar birbirine
esittir (hi¢birinin oylumunun &biiriinden biiylik olmasi i¢in bir neden yok.) [0,1]3 kiiptinden
geriye kalan bolgeler, yukardaki bolgelerin “duvarlaridir” ve oylumlari sifirdir. Demek ki, bu alt1
bolgenin oylumlarinin toplami [0,1]3 kiipliniin oylumuna, yani 1’e esittir. Ve bundan da her
bolgenin oylumunun 1/6 oldugu cikar. Ne bulduk? [0,1] araligindan rastgele {li¢ say1 secersek,
ikinci saymin birinci sayidan ve {iciincili saymin ikinci sayidan biiyiik olma olaymin olasiliginin
1/6 oldugunu bulduk.

Simdi [0,1] araligindan dort say1 sectigimizde, birinci sayimin ikinci sayidan, ikinci saymnin
tclincii sayidan ve iglincii saymin dordiincii sayidan kiigiik olma olaymin olasiligini
hesaplayacagiz. Dort boyutta oldugumuzdan, istesek de resim ¢izemeyiz artik. Ama yine de
yukardaki gibi diisiinebiliriz.

A3 = {(X], X2, X3, X4) S [0,1]41 X1<xx<x3< X4}
kiimesi olsun. Bunun gibi, 6rnegin,
Az = {(X], X2, X3, X4) 6[0,1]4 X3 <x1<x4<Xxp }

kiimesini tanimlayalim. Bu kiimelerin hepsinin “oylumlar1” ayni®. Kag tane bu tiir kiime var?
Teker teker siralayip 24 tane oldugunu bulabiliriz kolaylikla: A1334, 41243, 41324, A1342,... Geriye
kalan kiimeler, bu kiimelerin “duvarlar1” olduklarindan oylumlar1 sifirdir. Demek ki bulmak
istedigimiz olasilik 1/24’dir.

Simdi en genel soruyu soralim: [0,1] araligindan » tane rastgele ve sirayla say1 se¢iyoruz:
X1, X2, ..., X,. Bu dizinin artan bir dizi olma olasilig1, yani x; <x, < ... <x, olayinin olasilig1 kactir?
Yukardaki gibi akil yiiriitecegiz.

Arp,.n= {001, X2, .y Xn) € [0,1]" x1 <2< ... <X}

kiimesinin oylumunu artyoruz.

Bu tiir kiimelerden kag tane oldugunu bulmaliyiz. Bagka bir deyisle 1,2, ..., n sayilarini kag
turla dizebiliriz?

! Geometrik olarak, [0,1], her kenar1 1 olan ii¢ boyutlu kiiptiir. Baska bir yazis bicimiyle, [0,17%, {(x,»,2): 0<x, v,z
< 1} kiimesidir.

% Dért boyutta oylum entegral hesaplariyla bulunur, ama su anda 6nsezi yeterli. Kenar uzunlugu birim olan » boyutlu
bir kiibiin oylumunun 1 oldugu bir belittir (aksiyomdur.)



nl=1x2x..x(n-1)xn
tiirlii dizebiliriz, ¢iinkii bu n sayiy1 n! tiirlii yanyana koyabiliriz’. Bundan da su sonug ¢ikar:
[0,1] araligindan rastgele se¢ilen xy, ..., x, sayilarinin artan bir dizi olma olasilig1 1/a! dir.
Ormnegin n = 2, 3, 4 ise daha 6nce hesapladigimiz 1/2, 1/6, 1/24 olasiliklarin1 buluruz. n = 5
icin, 1/5! = 1/120 = 0,008333... olasiligini buluruz. n = 6 i¢inse, 1/6! = 1/720 = 0,0014 olasiligini.
Dikkat ederseniz, n biiyiidiik¢e olasilik azaliyor.

Birinci Soru. [0,1] araliginda rastgele secilen bir sonsuz say1 dizisinin artan bir dizi olma
olasilig1 kagtir?

n herhangi bir dogal sayiysa, [0,1] aralifinda rastgele secilen » saymnin artan bir dizi olma
olasiliginin 1/n! oldugunu gordiik. Bu olasiliklar, yani 1/n! sayilari, n arttik¢a kiiciiliiyorlar,
gittikge sifira yakisiyorlar’. Matematikte buna, “1/n! sayilari, n sonsuza gittiginde sifira
yakinsar” ya da “1/n! sayilarmin limiti sifirdir” denir. Bigimsel olarak bunu,

lim, ., 1/n! =0
olarak yazariz. Demek ki » ne denli biiyiikse, [0,1] araliginda rastgele ve sirayla secilen n
saymin artan bir dizi olma olasilig1 o denli kiiciik, o denli sifira yakindir. n sonsuza gittiginde de,
olasilik O olur. Dolayistyla birinci sorunun yaniti 0’dr.

ikinci Soru. [0,1] araliginda secilen artan bir dizinin 1’e yakinsama® olasiligi kagtir?

Soru, bir dizinin artan dizi olmasi ve 1’e yakinsama olasilig1 degil, artan dizilerden kagta
kacinin bire yakinsadigl. Yani kosullu olasilik... Dizinin artan dizi oldugunu 6nceden biliyoruz.
Olaylar kiimemiz artan diziler kiimesi. Bu artan dizilerden kagta kacinin 1’e yakinsadigini
bulmak istiyoruz.

Her artan dizi 1’e yakinsamaz, kimi de 1/2’ye yakinsar. Ornegin,

0, 1/4,3/8,7/16, 15/32, 31/64, ..., 2" '-1)/2",...
dizisi artan bir dizidir ve 1/2’ye yakinsar. 1’e yakinsayan herhangi bir dizinin her terimini
1/2’yle carparsak 1/2’ye yakinsayan bir say1 buluruz.

g, sifirdan biliylik, ama kiigiik bir gercel say1 olsun. [0,1] araliginda (sirayla) secilen n
saymin herbirinin 1—e‘dan kii¢iik olma ve artan bir dizi olusturma olasilig1 yukardaki gibi kolayca
hesaplanir:

(1-¢)"/n!
dir bu olasilik. Burdaki (1—€)", n boyutlu ve her kenari 1-& uzunlugunda olan kiipiin
oylumudur. Sirayla segilen » saymin artan dizi olma olasiligtysa, yukarda gordiigiimiiz gibi 1/a!
dir. Demek ki, [0,1] araliginda segilen n sayidan olusan artan bir dizinin [0,1—¢] araliginda olma

olasiligy,
(1—¢)"/n! "
Tt~ (1-9)

3 Bunu tiimevarimla da kanitlayabiliriz. Tlk énce, ilk n—1 sayiy1 dizelim. Tiimevarim varsayimina gore, 1, 2, ..., n—1
sayilarmi (n—1)! tiirlii dizebiliriz. Bu dizilerden herhangi birini alalim. Simdi » sayisini, araya bir yere koyacagiz. En
basa, ortaya bir yere ya da en sona, yani toplam n degisik yere koyabiliriz. Demek ki 1,2, ..., n sayilarim (n—1)! x n =
n! tiirli dizebiliriz.

* Yakinsamak bashkli yazida “yakinsama”min ne demek oldugu anlatilmig ve 1/a! sayilarinin sifira yakinsadigi
kanitlanmaisgti.

* Yani gittikge daha ¢ok 1’e yaklasma, “sonsuzda 1 olma” olasihig:. 1/2, 3/4, 5/6, 7/8,... boyle bir dizidir. Bu dizi
1’den kiigiik her sayiy1 bir siire sonra asar, ama 1’1 hi¢ asamaz.



dir. Bu olasiliga P,(g) diyelim: P,(g) = (1 — g)". P.(g) saysi, [0,1] araliginda artan sonsuz bir
dizinin [0, 1—¢] araliginda olma olasilig1 olsun. P.(¢) olasiligin1 bulmak icin P,(¢)’daki »’yi
sonsuza yaklastiririz:
Po(e) =lim, , , Py(e) =lim, (1 —g)" =0,
¢linkii 1 — € sayist 0’dan biiyiik ama 1’den kﬁgﬁktiirG. Demek ki artan sonsuz bir dizinin [0,1—
€] araliginda olma olasilig1 sifirdir. Bundan da artan sonsuz bir dizinin 1’e yakinsama olasiliginin
1 oldugu ¢ikar. Su teoremi kanitladik:

Teorem. [0,1] araliginda rastgele segilen sonsuz bir artan dizi 1 olasilikla (vani 100%
olasilikla) 1’e yakinsar. ||

Uciincii Soru. [0,1]* karesinde secilen (x,, y)n < v dizisinde eger x, < x, + | Ve yu < yn+ 1 ise,
bu diziye bir kuzeydogu dizisi diyelim’. Sorumuz su: [0,1]* karesinde segilen bir kuzeydogu
dizisinin karenin sinirina yakinsama olasilig: kactir?

[0,1]* karesinde bir (x,, v.)» « ¥ kuzeydogu dizisi segmek demek, [0,1] araliginda artan iki
(X)n ¢ v Ve (u)n ¢ v dizisi segmek demektir. Bu iki artan dizinin 1’¢ yakinsama olasiligi 1
oldugundan, yukardaki teoreme gore, (x,, yn)sen kuzeydogu dizisinin (1, 1) noktasina yakinsama
olasilig1 da 1°dir. Giizel bir teorem kanitladik:

Teorem. [0,1] karesinde rastgele secilen bir kuzeydogu dizisi 1 olasilikla (1, 1) noktasina
yakinsar®. [

S Eger r sayis1 0 < r < 1 esitsizliklerini sagliyorsa, n sonsuza gittiginde, /' sayilart sifira yakinsarlar. Bunu
Yakinsamak baghkli yazida agiklamistik.

7 Yani her segilen nokta, bir 6ncesinin kuzeydogusunda olacak.

¥ Bu teoremin daha da genel bir halini Dog. Dr. Nejat Anbarci sordu. Nejat Anbarc’min genel sorusu suydu:
Diizlemde smirli (yani sonsuza dek gitmeyen) kapali bir alan alalim. Ornegin bir dikddrtgenin, bir iiggenin, bir
dairenin, bir elipsin igindeki alanlar... Bu alanda rastgele secilen bir kuzeydogu dizisinin alanin sinirina yakinsama
olasiligr kactir? Yanitin 1 oldugunu Engin Mermut’la birlikte (Dog. Dr. Minik Can Ertem’in de yardimiyla)
kanitladik. Bu teorem o kanitin 6nemli bir pargasidir.



