Pokerin Matematigi
Ali Nesin

oyunlara acik oyun diyelim.
Tavlada da bir oyuncunun bildigini 6biir oyuncu bilir. Birinin 6biiriinden gizlisi
saklis1 yoktur. Yani tavla da agik bir oyundur. Ote yandan gelecek zar1 her iki oyuncu
da bilmez. Demek ki tavla acik bir oyun olmasina karsin her iki oyuncunun da bilmedigi bilgiler
igerir. Gelecek zar oyuncularin istencinden (iradesinden) bagimsizdir. Bu ylizden tavla sans
etkenini igerir. Satranctaysa sans yoktur. Satran¢ gergekten tam iki kisilik bir oyundur. Tavlaysa,
zar1 da katarsak, iki bucuk kisilik bir oyundur.

Satran¢ ve tavlanin tersine, kagit oyunlarinda genellikle bir oyuncunun bilip de Obiir
oyuncunun bilmedigi bilgiler vardir. Ornegin, dbiir oyuncunun elindeki kagitlar cogu zaman
bilinmez. Demek ki kagit oyunlar1 genellikle acik oyun degildir. Ayrica kagit oyunlar1 — tavla
gibi — sansi igerirler. Ornegin yerden rastgele gekeceginiz bir kagit olabilir. Bu kagidin ne
olacagini 6nceden ne siz kestirebilirsiniz ne de karsinizdaki oyuncu.

Diinya satrang sampiyonu Kasparov’la bir el satrang oynayacak olsaniz, yiizde yiiz
yenileceginizi dnceden kestirebilirsiniz. Kasparov’a karst hemen hemen hi¢ sansiniz yoktur.
Ciinkii satrangta sansin bir dirhem etkisi yoktur. En bilgili, en zeki ve en hazirlikli olan oyuncu
kazanir. Kasparov’a karsi satrang oynamanin diinya boks sampiyonuna kars1 boks yapmaktan pek
bir ayrimi yoktur.

Ote yandan diinya bric sampiyonu bir takimla bir el bri¢ oynayacak olsaniz,
yenileceginizden bunca emin olamazsiniz. Cok degil, biraz sansli bir giiniliniizde, diinya brig
sampiyonu takimi yenebilirsiniz. Iste bu yiizden, sans oyunlar1 ¢ogu kimseye daha gekici gelir.
Ama bir sans oyununda bile sansin etkisini bir dereceye kadar azaltabilirsiniz. Ornegin bir kagt
oyununda, daha 6nce ¢ikmis ve o anda goriinen kagitlar gozoniine alindiginda, hangi kagidin kag
olasilikla gelebilecegi daha iyi bilebilirsiniz. Bir de Obiir oyuncunun stratejisini Onsezi ve
deneyiminizle tahmin edebilirseniz, kiiglimsenemeyecek bir bilgiye sahip olabilirsiniz. Bu
bilgileri en iyi bicimde kullanana “iyi oyuncu” denir.

Bu yazida pokeri bahane ederek biraz kombinezon hesabi yapacagiz. Kombinezon
hesaplarina matematikte ve giinliik yasamda sik sik gereksiniriz. Ornegin poker oynarken...

S atrangta bir oyuncunun bilip de 6biir oyuncunun bilmedigi bilgi yoktur. Bu tiir

Poker, dort oyuncuyla ve yediliden asa 32 iskambil kagidiyla oynanir. Her oyuncuya once
bes kagit dagitilir, sonra her oyuncu elindeki bes kagittan istedigi kadarini degistirebilir (isterse
hi¢ degistirmez.) Bu degistirmeden sonra “en iyi” bes kagidi olan kazanir. Elbet burda “en iyi”
tamlamasinin tanimlanmasi, anlam kazandirilmas1 gerekir. Ornegin, bes kagidin besinin de ayni
renkten (6rnegin maca, <>) oldugu bir el ¢ok iyi sayilir. Bu el, iki papaz, iki as ve bir onlu gibi iki
ciftten olusan ellerden daha “iyi” bir eldir. Bunun nedeni bellidir: bes kagidin ayn1 renkten olma
olasilig1 daha diistiktiir.

Ayni renkten bes kagith ellere renk adi verilir. Bu yazidaki amaglarimizdan biri de pokerde
dagitilan ilk bes kagidin renk olma olasiligin1 hesaplamak. Once ciddi matematik yapacagiz. (Ne
zaman ciddi matematik yapmadik ki!)



Bir tanimla baglayalim. Eger » bir dogal sayiysa, n! diye yazilan say1 1 x 2 x ... x n sayisina
esittir. Yani, tanim1 geregi,
nl=1x2x.xm-1)xn

dir. Ornegin,
1'=1
21=2
31=6
4!1=24
5!=120
6! =720

dir. 0! = 1 olarak tanimlanir. Bu ilk bakista pek dogal gelmeyen tanimin nedenini yazinin
ortalarinda bulabilirsiniz.

Elimizde A, B ve C harfleri var ve bu harflerden iki degisik harfli (Tiirk¢cede ya da bagka
bir dilde anlam1 olmas1 gerekmez) sézciik tiretmek istiyoruz. Kag¢ sozciik iiretebiliriz?
Bu soruyu yanitlamak i¢in sozciikleri — abece sirasina gore — siralayalim.
AB, AC, BC, BA, CA, CB.
Demek 6 sozciik iiretebilirmisiz. Bu sozciiklerin olusumunu soyle de gosterebiliriz:

AB| |AC BA ch CA| [CB

Once ilk harfleri koyuyoruz: Sirastyla A, B ve C. Sonra ikinci harfleri: eger ilk harfimiz A ise,
ikinci harf i¢in iki segenegimiz var: B ve C. Dolayisiyla A budagina iki dal ekliyoruz: B ve C
dallarini. Her ii¢ dal i¢in bunu yaptigimizdan, bu 3 harfle toplam 3 x 2 = 6 tane iki degisik harfli
sOzciik yazabilecegimizi goriiriiz.

Simdi bu soruyu genellestirelim.

Birinci Soru. Elimizde n degisik harf var: A, A,, ..., A, harfleri. Bu n harften, r degisik
harfli sozciikler iiretmek istiyoruz (her harfi en ¢ok bir kez kullanabiliriz.) Kag¢ sozciik
tiretebiliriz?

Bu soruya yanit verebilmek igin yukardaki gibi ters donmiis bir aga¢ yapalim. Agacim ilk
budagindan asagiya dogru n dal ¢ikar:
AL Ay, .y Ay
dallar1. Bunlar sozciiklerin ilk harfleri. Bu dallarin uglarina n — 1 dal eklenir (ikinci harfler.)
Ormnegin A; dalina
Ag, .y Ay
dallar1 eklenir. Bu yeni dallar,
A]Az, . A]A,,
sOzciiklerini olustururlar. A, dalinaysa,
Al, A3, cees An



dallar1 eklenir ve,
ArAL, ArAs, ..., AsA,
sOzciiklerini olustururlar. Boylece n x (n — 1) dal elde etmis oluruz. Demek ki iki harfli s6zciik
sayst n x (n — 1) imis. Agaci stirdiirelim. Yukarda elde ettigimiz her n x (n — 1) dala simdi n — 2
dal daha ekleyebiliriz. Ornegin, A;A; dalina,

As, ., Ay
dallarimi ekleyebiliriz. Bu yeni dallarin herbirinin ucuna 3 harfli sozciikler yazilir. Boylece n x
(n—1) x (n — 2) tane ti¢ harfli sézciik elde ederiz. Bu yontemi siirdiirerek, Ay, ..., A, harflerinden

nxn-—1)x..xm-(r-1))
tane  degisik harfli sdzciik yazacagimizi goriiriiz. Bu say1 da
n!/(n—r)!
sayisina esittir (sadelestirince esitlik hemen ¢ikar.) lk teoremimizi kanitladik:

Teorem 1. Eger r < n iki dogal sayiysa, Ay, ..., A, harflerini en ¢ok bir kez kullanarak n!/(n
—r)! tane r harfli sézciik yazilir.

Eger, yukardaki teoremde 7’yi n alirsak, n! buluruz.
Biraz alistirma yapalim:

1. SELIM sézciigiiniin harfleriyle kag tane ii¢ harfli sézciik yazabiliriz? Yukardaki teoremi
uygulayarak 5!/(5 — 3)! = 5!/2! = 5 x 4 x 3 = 60 sdzciik buluruz. Baska bir soru: SELIM
sOzcuigiiniin harfleriyle kag tane bes harfli sozciik yazilir? Yine yukardaki teoremi uygulayalim:
51/(56 — 5)! = 51/0! ve 0! = 1 esitliklerini kullanarak, 5! = 120 tane bes harfli sozciik
yazabilecegimizi goriiriiz.

2. MELEK so6zciigiiniin tiim harflerini kullanarak kag¢ tane (bes harfli elbet) sozciik
yazabiliriz? Yukardaki teoremi dogrudan uygulayamayiz, ciinkii iki tane E harfi var. Once iki
E’yi ayiralim ve ME,LE;K “sozciigiiniin” tiim harflerini kullanarak kag¢ tane bes harfli s6zciik
yazabilecegimizi bulalim. Bu sorunun yaniti yukardaki gibi 5! = 120°dir. Bu 120 sozciiglin
yarisinda E; harfi E; harfinden 6nce gelir; 6biir yarisindaysa E, harfi E; harfinden once gelir.
Demek ki MELEK sozciigiiniin harflerinden 120/2 = 60 sodzciik yazabiliriz.

3. Yukardaki alistirmaya benzeyen, ama biraz daha zor olan bir alistirma daha: KELEBEK
sOzciigiiniin tiim harflerini kullanarak kag¢ sozciik yazabiliriz? Yukardaki yontemi kullanalim ve
once K, E|LE,BE;K, sozciigiinii ele alalim. Bu sozciikten 7! sdzciik tiretebiliriz. Simdi, K; = K,
ve E; = E; = E3 yapalim. Birinci esitlik i¢in 2’ye boleriz, ikinci esitlik i¢cinse 3! = 6’ya. Demek ki
KELEBEK sozciigiiniin harflerinin yerini degistirerek 7!/(2 x 6) = 420 sozciik yazabiliriz.

4. Bir maymunun oniinde 7 tane harf var: B, E, E, E, K, K, L harfleri. Maymun bu harfleri
rastgele siraya diziyor. Maymunun KELEBEK s6zciigiinii yazma olasiligi kagtir? 1/420°dir, yani
0,0024’ten biraz daha az'.

Ayni1 sonucu bir bagka tiirlii de bulabiliriz. B, E, E, E, K, K, L harfleri arasindan,

! Biraz konumuzun disina ¢ikalim: Bir maymun daktilonun karsisina gegse ve rastgele tusglara bassa... Ve bunu hig
durmamacasina sonsuza degin yapsa... Bir zaman sonra Sheakespeare’in Hamlet’ini oldugu gibi bastan sona yazma
olasilig1 kagtir? 1°dir, yani yiizde yiizdiir! Bu ilging ve beklenmedik sonug, “Shakespeare Maymun muydu” baglikli
yazimizda kanitlanmistir.



e K’y1 secme olasiligimiz 2/7°dir,

e geri kalan 6 harften (B, E, E, E, K, L) E’yi segcme olasiligimiz 3/6’dr,
e geri kalan 5 harften (B, E, E, K, L) L’yi se¢me olasiligimiz 1/5’tir,

e geri kalan 4 harften (B, E, E, K) E’yi se¢me olasiligimiz 2/4’tiir,

e geri kalan 3 harften (B, E, K) B’yi segcme olasiligimiz 1/3tiir,

e geri kalan 2 harften (E, K) E’yi se¢me olasiligimiz 1/2°dir,

e geri kalan 1 harften (K) K’y1 se¢gme olasiligimiz 1°dir.

Bu sayilari carparsak, yukardaki sonucu 1/420’yi buluruz.

Simdi yeni bir soru soralim.

Ikinci Soru. Elimizde n 6gesi olan bir A kiimesi var:
A= {A], veey An}
r < n, bir dogal sayt olsun. A kiimesinin kag tane r ogeli altkiimesi vardwr?

n
Bu sayiy1 hesaplayacagiz. Hesaplamak istedigimiz sayiy1 (r) olarak yazalim. Bu sayiya

(n’de r) adi verilir.

Ornek: n=5 ve r=3 olsun. 4 = {4}, A>, A3, As, As} kiimesinin 3 6geli biitiin altkiimelerini
bulalim:
{41, A, A3}
{41, 4>, A4}
{41, Aa, As}
{41, A3, A4}
{41, 43, As}
{41, A4, A3}
{42, A3, A4}
{42, 43, As}
142, A4, As}
143, A4, As}

5
Toplam 10 tane 3 6geli altkiime var. Demek ki (J = 10’mus.

Birinci soruyla arada su ayrim var: Birinci soruda 414,45 ve A143A, sozciiklerini ayr1 ayri
sayiryorduk; oysa bu sorumuzda sozciiklere degil de harflerden olusan kiimelere bakiyoruz. Hem
A1A42A43, hem de 41434, sdzciiklerinin harflerinden {4;, 4>, A3} kiimesi olusur. Bunun gibi,

A1A2A3
A1A3A2
AZA 1A3
A2A3A1
A3A1A2
A3A2A1
sozcliklerinin herbiri {4, A2, A3} kiimesini olustururlar.

Ikinci soruyu yamtlamak icin yukardaki rnekten yararlanacagiz. Birinci teoreme gore, r
degisik harfli sozciik sayisi n!/(n — r)! dir. Bu n!/(n — r)! sozcilikten bircogu ayni kiimenin
harflerinden olusurlar. Kag tanesinin ayni kiimenin harflerinden olustugunu bulalim. Yine birinci
teoreme gore r harfle yazilan »! sozciik olduguna gore, n!/(n — r)! sézciikten her ! tanesi ayni



kiimenin harflerinden olusur. Demek ki, » 6geli altkiime sayisin1 bulmak i¢in n!/(n — r)! sayisini
r! sayisina bolmeliyiz:

(n) _nl(n=r)! !
r) ! C(nr)! !
Buldugumuz bu sonucu daha sonra kullanacagiz; bir kdseye yazalim:

Teorem 2. n ogeli bir kiimenin, r ogeli altkiime sayisi

@ - (n—z!! r! M

dir.
Bu teoremin kanitinin, » = 3 ve n = 5 i¢in, bir resmini yapalim:

picture ?? $ pppp

Toplam poker eli sayisi. Simdi toplam poker eli sayisin1 hesaplayabiliriz. 32 kagittan kag
tane 5 kagitlik el ¢ikar? Yani 32 6gelik bir kiimenin kag tane 5 6gelik altkiimesi vardir? Teorem
2’ye gore,

32\ 321 32x31x30x29x28
() _ 3230302928 ) 16

5)727151 T 5x4x3x2
tane, yani 200 binden fazla poker eli vardir. Ve bu poker ellerinden herbirinin gelme olasilig1
aynidir, yani 1/201.376’dur.

Renk sayis1. Simdi de kag tane “renk” eli oldugunu hesaplayalim. Once kag tane magca (<>)
renkli el oldugunu bulalim. 32 kagittan 8 tanesi maga. Bu 8 macadan 5 tanesini segecegiz.
Teorem 2’ye gore,

8 8! 8xTx6
(5) T3S T 3k OO

tane salt maga olan el vardir. Toplam dort renk oldugundan (e, ¥, A, <>), bu sayiy1 4’le
carparsak, toplam renk sayisini1 buluruz:

56 x 4 =224,

Ama bu sayidan, toplam “flush” (aym1 renkten ve siirekli kagitlar) sayisini ¢ikarmaliyiz.
Magalardan olusan flush’lar, asla (A—7-8-9-10), yediliyle, sekizliyle, dokuzluyla ya da onluyla
(10-J—-Q—-K—A) baslayabilir. Demek macadan 5 tane flush var ve toplam flush sayis1 5 x 4 = 20.
Boylece, ger¢ek renk sayisinin,

224 —20 =204

oldugunu buluruz. Olasilik olarak diislinlirsek, elden renk gelme olasiligi 204/201.376 =

0,001013’dur, yani asag1 yukar1 binde birdir.



Kare sayisi. Elden kare gelme, yani bes kagittan dordiiniin ayni say1r olma olasiligini
bulalim. Once dért ash el sayismi bulalim. Dért asin yanma gelebilecek kagit sayis1 32 — 4 =
28°dir. Demek 28 tane dort asl el var. Toplam 8 tiir kagit oldugundan, 28 x 8 = 224 tane kare el
vardir.

Bu sayi, renk sayisindan biraz daha fazla oldugundan, renk kareyi yener diye
diisiinebilirsiniz. Nitekim, eger pokerde kagit degistirme olmasaydi, diisiindiigiiniiz gibi olurdu.
Ama kagit degistirme olasiliklar1 da etkiler. Ornegin, ii¢ as1 olan, dbiir iki kdgidin1 degistirerek,
dort as olma olasiligini arttirir. Bunun gibi eline dort maca gelen, besinci kagidini degistirerek,
renk olasiligint arttirir. Yani pokerin sonundaki olasiliklar, ilk bes kagidin olasiliklarindan
degisiktir. Pokerde rengin kareyi yenip yenmedigini bilmiyorum. Unutmusum! Zaten ne
demisler? “Bir konuyu anlayamiyorsan, o konuda bir yazi yaz. Gene anlamadiysan bir kitap yaz.
Hala anlayamiyorsan, kitabini oku!”

Elinde dort macgast olan, maga olmayan kagidini degistirerek kag¢ olasilikla rengi
yakalayabilir? Hesaplayalim. 32 kagidin 5’1 elimizde. Demek ki toplam 27 kagittan bir kagit
secilecek (oblir oyuncularin ellerini  bilmiyoruz, onlarin elinde kagit yokmus gibi
hesaplayabiliriz.) Bu 27 kagitta 4 tane maga var (toplam maga sayis1 8, ama bu macalardan 4’1
elimizde.) Demek ki rengi yakalama olasiligimiz 4/27°dir, yani 1/7°den daha fazla. Renge
cekmeli miyiz? Eger kagit degistirmek icin ortaya 1 lira koymamiz gerekiyorsa (bedava kagit
degistirilmez pokerde, sansin1 arttirmanin fiyatin1 6demek gerekir) ve kazanacagimiz paranin en
az 27/4 lira olacagini diisiiniiyorsak kagit cekmeliyiz. Yoksa ¢ekmemeliyiz. Ornegin iki oyuncu
oyundan ka¢missa, biiyiik bir olasilikla kagit cekmeye degmez. Eger kagit cekmeye karar verecek
son oyuncuysak ve bizden dnceki ii¢ oyuncu oyuna girmisglerse, o zaman kagit cekmeliyiz.

Dolgun el sayisi. Eger bir elde bir tiirden 3 tane, bir bagka tiirden 2 tane kagit varsa, o ele
“dolgun” (full house) denir. Ornegin, 3 as ve 2 papazdan olusan bir el dolgundur. Dolgun eller
oldukea iyi ellerdir. ilk bes kagidi dolgun gérmenin kendine 6zgii bir zevki vardir. En azindan,
hangi kagidi degistirecegim tiiriinden zor sorularla karsilasilmaz.

Elin dolgun olma olasiligin1 bulalim. Bu biraz daha zor. Once 3 as ve 2 papaz gelme
olasiligin1 bulalim. Dért astan {igiinii sececegiz, yani 4 dgelik bir kiimeden 3 6gelik bir altkiime
segecegiz. Teorem 2’ye gore,

4
@ -4

secenegimiz var aslar i¢in. Simdi de dort papazdan ikisini sececegiz. Yine Teorem 2’ye gore,
4
@ ~0

4x6=24
tane 3 as ve 2 papazli el var. 3 papaz ve 2 asli eller de 24 tane. Yani as ve papazlardan olusan
24 +24 =48
tane dolgun el vardir. Bu hesaplar salt as ve papazlar i¢in degil, tiim iki tiir kagitlar i¢in de
gecerli. Ornegin yedi ve dokuzlulardan olusan 48 tane dolgun el vardir. Kag tane iki tiir kagt
var? Toplam 8 tiir var. Bunlardan 2 tiir segecegiz. Teorem 2’ye gore,

5

tane iki tiir var. Demek ki toplam dolgun el sayisi,

secenegimiz var. Demek ki,



48 x 28 = 1344
dir.

Ucgen sayisi. Bir elde 3 tane aym kagit varsa, o ele “liggen” ad1 verilir. Omegip AAAKD
bir tiggendir. Ama kare ve dolgunlar {iggen sayilmaz. Uggen sayisin1 hesaplayalim. Once 3 asl
ticgen sayisini bulalim. Teorem 2’ye gore,

4
(3) 4

cesit 3 as secebiliriz. Bu 3 asin yanina iki kagit gelecek, ama herhangi iki kagit degil: higbiri
as olmayacak ve ayni tiir kdgit olmayacaklar. As disinda 32 — 4 = 28 tane kagit var. Bunlardan iki

tane secgelim:
28

tane segenek var. Ama bu seceneklerden bazilari iki ayn tiir kagittan olusuyor. Bu say1iyi

4
bulup 378’den c¢ikartalim. Kag tane iki papaz segebiliriz? (J = 6 tane. As disinda yedi tiir kagit

var. Demek ki, 378 segenekten 6 x 7 = 42 tanesi iki ayni tiir kagittan olusuyor. Dolayisiyla,
secilen li¢ asin yanina,
378 —42 =336
tane iki kagitlik el koyabiliriz. Dort ¢esit ii¢ as segilebildiginden, asli liggen el sayisi,
336 x4 =1344
diir. Bu hesap as disindaki 6biir kagitlar icin de gegerli oldugundan, tiggen el sayisi,
1344 x 8 =10.752
dir.

Kalan hesaplart okura alistirma olarak birakiyoruz. Yanitlarn asagidaki dizelgede
bulacaksiniz. Matematiksel seytaniniz bol olsun®.

El tiirii El sayis1 Bin iizerine olasihg:
(£0,005)
Flush 5 0,025
Royal
Flush 20 0,10
Renk 204 1,01
Kare 224 1,11
Dolgun 1.344 6,67
Kent 5.100 25,33
Ucgen 10.752 53,39
iki Cift 24.192 120,13
Bir Cift 107.520 533,93

% Bir elin kagitlar1 pespeseyse, drnegin 7-8-9-10-V ise, ama aymi renkten (6rnegin kupa) degilse, o ele “kent” denir
(her nedense.)



