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Bu yazimizda, siirekli kesirlerin bir uygulamasi olarak karsimiza ¢ikan bir bilmece ve tabi ki onun
¢Oziimiinden bahsedecegiz. Konuyu daha iyi anlayabilmek i¢in okurun siirekli kesirler ve Pell denklemi
denilen denklem tiirii hakkinda 6n bilgiye sahip olmasi iyi olabilir. Bu amagla Tiirk¢e kaynak olarak Prof.
Dr. Hiiseyin Altindis’in “Sayilar Teorisi ve Uygulamalart” isimli kitabindan ya da Kenneth H.Rosen’in
“Elementary Number Theory and Its Applications” adli kitaplarindan faydalanilabilir ki biz de yazimizda
bu kitaplari biraz karistirdik.

Belgika’nin Louvain sehrindeki bir sokagin iistiindeki ve altindaki evlerin sayilar ile ilgili sorulan
tinlii —bir o kadar da tuhaf— bir bilmece vardir. Bu bilmeceye gore sokagin bir tarafindaki ve tlizerindeki
evlerin sayilarinin toplami, sokagin diger tarafindaki evlerin toplam sayisina esittir. (Evler ardigik bi¢gimde
numaralandirilmis.) Ayrica sokaktaki evlerin sayis1 50°den biiyiik fakat 500°den kiigiiktiir. Isi matematige
dokersek, bilmecede

I+2+..+(m-D)=(m+D)+(m+2)+...+n (1)
esitligini ve 50 <n < 500 esitsizligini saglayan m ve n sayilarinin soruldugunu anliyoruz.

Yanitin deneme yanilma yontemiyle m = 204 (ve n = 288) oldugunu bulmak zor degildir. Fakat n
icin herhangi bir sinirlama yokken ¢6ziime nasil ulasabiliriz?

Bu problem Ramanujan hakkinda bir anekdot da igeren tinlii “Strand Magazine” dergisinden gel-
mektedir. Kanigel, The man Who Knew Infinity isimli kitabinda [1] bulmacanin Ramanujan’a vatandasi
Mahalanobis tarafindan soruldugunda Ramanujan’in hemencecik siirekli bir kesir olusturdugunu anlatir.

Acaba bu siirekli kesir neydi? Maalesef Kanigel bundan bahsetmemis. Iste bu kisa yazinizda
Ramanujan’in ¢6ziimii olduguna inandigimiz ¢ikarimlarda bulunacagiz.
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ise m ve n’nin (1) esitligini saglayacagini gézlemleyelim. Eger x = 2n + 1 ve y = 2m der ve gerekli sade-
lestirmeleri yaparsak Pell denklemi olarak bilinen
x? =2y =1 (2)
denklemini elde ederiz. Pell denklemi’nin

xM+yr+n/ﬁ=(xl+yn/ﬁ)r+1 =(x +yn/ﬁ)(xr+yr\/ﬁ) (3)

indirgeme bagintis1 yardimiyla ¢6ziilebilecegi iyi bilinir. [2] Tabii burada dncelikle en kiiglik ¢6ziim olan
(x,,»,) ’in bulunabilmesi gerekir.

Yine iyi bilinir ki Pell denklemi’nin genel ¢oziimleri JN ’nin [al,az,...] stirekli kesrine agilmasiyla yani
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ile elde edilir. (2) denklemi i¢in J2 = [1, 2, 2,...] ’dir ve her bir ikinci yakinsayan kesir genel ¢oziimleri ve-
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Buradan (x, y) = (3, 2), (17, 12), (99, 70), ... ikililerine ulasilir. Simdi ikinci yakinsayandan baslamak {ize-
re bilmecenin genel ¢oziimlerini elde edebiliriz:
(m, n) = (6, 8), (35, 19), (204, 288), ...



Burada (m, n) ikililerini elde ederken m =% ve n= XT_I aldigimiza dikkat ediniz.

Bu kadar agiklamadan sonra pek ¢ok okuyucu Ramanujan tarafindan ifade edilen siirekli kesrin [1, 2,
2, ...] olmas1 gerektigini diistinebilir. Boyle bir diisiince gercekten oldukga akla yatkindir, fakat burada
durmamiz gerekmez. Yani bu bir son degildir. Daha da ileri gidebiliriz. (2) deki indirgeme bagintisini
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olarak yazabiliriz. Eger x =2n_+1 ve y =2m,_ dersek,

'xr+1 _ 3 8 xr
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esitligini elde ederiz. Simdi x,’yi yok edersek,

mr+1 = 6mr - mr—] (7" 2 2)

indirgeme bagmntisin1 m, =1 ve m, =6 olmak iizere elde ederiz. Buradan
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elde olunur. Sonug olarak
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stirekli kesri elde edilir.
Dikkat edelim ki bu siirekli kesir ayn1 zamanda (3) bagintisindaki x, + yI\/E =3+242 esitliginin ac1-

limidir. Son buldugumuz siirekli kesrin Ramanujan’in aklindaki siirekli kesir olmasi gerekir diye diisiinii-
yoruz. En azindan buna ikna olmus durumdayiz. Ciinkii her bir ¢ift terimdeki yakinsayanlar bize genel
¢Oziimii dogrudan vermektedir. Ornegin
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yakinsayanlar1t m = 6, 35, 204, 1189, ... ¢6ziimlerini dogrudan verirler. Bu metod tam Ramanujan’a 6zgii
degil mi zaten!
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