Ramsey Teoremi
Ali Nesin

Bir odada sonsuz tane insanin bulundugunu varsayalim. Bu odada bulunan herhangi iki kisi
birbirlerini ya tanirlar ya da tanimazlar. Burasi belli. Yanit1 belli olmayan soru su: Bu odadan,
Oyle sonsuz tane insan segebilir miyiz ki, bu sectigimiz insanlarin ya hepsi birbirini tanisin ya da
hickimse kimseyi tanimasin?

Yanit, okurun da tahmin ettigini sandigim gibi, “evet, segebiliriz’dir. Bu, Ramsey adl1 bir
matematik¢inin kanitladigr ¢ok {inlii bir teoremin sonucudur. Ramsey Teoremi bugiin dallanip
budaklanmis, matematikte Ramsey Kurami adinda baslibasina bir dal olmustur. Bu yazida
Ramsey’in bu iinlii teoremini kanitlayacagiz.

Once yukardaki soruyu matematiksellestirelim. Her insani1 bir nokta olarak gdsterelim. Eger
iki insan birbirini taniyorsa, bu iki insana esdiisen noktalar1 kirmizi1 bir ¢izgiyle birlestirelim. Eger
iki insan birbirini tanimiyorsa, bu iki insana esdiisen noktalar1 mavi bir ¢izgiyle birlestirelim. Her
ikisi kirmiz1 ya da mavi ¢izgiyle birlestirilmis sonsuz tane nokta elde ettik. Bu noktalar arasindan,
hep ayni renkle (ya hep kirmiziyla ya hep maviyle) birlestirilmis sonsuz tane nokta bulacagiz.

Kanitimiza bashyoruz.

Kanitimiz1 iki asamada gergeklestirecegiz. Birinci asamada dyle sonsuz tane

do, A1, A2, A3, ... ,Ajy Aj+ 1, Aj+2,...
noktas1 bulacagiz ki, her a; kendisinden sonra gelen
Ai+1, Ai+2, Aj+3,...
noktalariyla aym renk cizgiyle (ya hep kirmizi, ya hep mavi ¢izgiyle) baglanmis olsun.

Birinci noktayr se¢mek kolay. Herhangi bir a, noktas: isi goriir. ai, az, as,... noktalarin
biraz daha dikkatli segecegiz. Bu a;, a», as,... noktalarin1 dyle se¢meliyiz ki, a, noktasi bu
noktalarla hep ayni renk ¢izgiyle baglanmis olsun.

a, noktasi, (kisileri simgeleyen) oObiir noktalarla ya kirmizi ya da mavi bir cizgiyle
baglanmistir. Sonsuz tane nokta oldugundan ve yalnizca iki renk baglanti oldugundan, a,’1n ayni
renk cizgiyle baglandig1 sonsuz tane nokta vardir. a,’1n hep ayni renk ¢izgiyle baglandigi sonsuz
bir nokta kiimesi alalim. Bu kiimeye 4, diyelim. Demek ki,

a,, A,’1n noktalariyla hep aym renk cizgiyle baglanmustir.
Bunu aklimizda tutalim. a;, a», as,... noktalarin1 bu 4, kiimesinde sececegiz. Bdylece a,
noktasi istedigimiz kosulu saglamis olacak.

Simdi 4,’dan herhangi bir a; noktas1 alalim. a; noktasi, 4, 1n 6biir noktalarina ya kirmiz1 ya
da mavi bir renkle baglanmistir. 4,’da sonsuz tane nokta oldugundan ve yalnizca iki rengimiz
oldugundan, 4, kiimesinde, a,’in ayn1 renk ¢izgiyle baglandig1 sonsuz tane nokta vardir. Yani, ya

{a € A, a; noktasi a’yla kirmiz1 bir ¢izgiyle baglanmis}
kiimesi, ya da
{a € A,: a) noktas1 a’yla mavi bir ¢izgiyle baglanmis}
kiimesi sonsuzdur. Bu kiimelerden sonsuz olanina A4; adin1 verelim. Demek ki,
ai, A1’in noktalariyla hep ayni renk cizgiyle baglanmstir.
@, a3, aa,... noktalarmi A, ’de sececegiz ve boylece yukardaki kosul a; i¢in saglanmis olacak.

Simdi 4;’den herhangi bir a, noktasi alalim. a, noktasi 4,’in &biir noktalariyla ya kirmizi
ya da mavi bir ¢izgiyle baglanmistir. 4;’de sonsuz nokta oldugundan ve yalnizca iki rengimiz
oldugundan, 4;’de, a;’in hep ayni renkle baglandig1 sonsuz tane nokta vardir. Bir baska deyisle,

ya



{a € Ai: a; noktas1 a’yla kirmiz1 bir ¢izgiyle baglanmis}
kiimesi, ya da
{a € A;: a; noktas1 a’yla mavi bir ¢izgiyle baglanmis}
kiimesi sonsuzdur. Bu kiimelerden sonsuz olanina 4, adini verelim. Demek ki,
a,, A>’nin noktalariyla hep aym renk cizgiyle baglanmstir.
as, as, as... noktalarini 4,’de segecegiz ve boylece yukardaki kosul a; i¢in saglanmis olacak.
Simdi 4,’den herhangi bir a3 noktasi alalim. Yukarda yaptiklarimizi a3 ve A4, i¢in yapalim.
A>’nin iginde, Oyle bir sonsuz A; kiimesi bulalim ki, a3, A43’lin her noktasiyla hep ayni renk
cizgiyle baglanmis olsun.
Bunu boylece sonsuza degin siirdiirebiliriz. Demek ki, dyle
ao, A1, A2, A3, A4y ...y Ajy Aj+ 1, Aj+2,...
noktalar1 bulabiliriz ki, her nokta kendisinden sonra gelen noktalarla ayni renk ¢izgiyle baglanmis
olsun.
Kanitin birinci agsamasini tamamladik. Sira ikinci asamaya geldi.
Yukarda dikkatle sectigimiz bu a,, a1, a2, as,... noktalarinin herbirine bir renk verecegiz.
Eger bir nokta kendisinden sonra gelen noktalarla hep kirmizi ¢izgiyle baglanmissa, o noktaya
kirmiz1 nokta diyecegiz. Yoksa, o noktaya mavi nokta diyecegiz. Ornegin, eger a, noktast,
kendisinden sonra gelen a;, a,, as,... noktalartyla hep kirmizi bir ¢izgiyle baglanmissa, a,
noktasina kirmizi nokta diyecegiz. Eger as noktasi kendisinden sonra gelen as, a7, as,...
noktalartyla hep mavi cizgiyle baglanmissa, as noktasina mavi nokta diyecegiz.
Sonsuz tane nokta oldugundan ve yalnizca iki rengimiz oldugundan,
ay, a1, Az, Az, ...
noktalarindan sonsuz tanesi ayni renk noktadir. Bir bagka deyisle, ya kirmizi noktalar kiimesi ya
da mavi noktalar kiimesi sonsuzdur. Matematiksel olarak sdyleyecek olursak, ya
{a;: a; kirmiz1 bir nokta} yada {a; a; mavi bir nokta}
kiimesi sonsuzdur. Iki kiime birden de sonsuz olabilir, ama en azindan birinin sonsuz oldugunu
biliyoruz. Iki kiimeden sonsuz olanini alalim. Obiir noktalar1 atalim. Noktalarimizi yeniden
adlandirarak, her noktanin ayn1 renk oldugunu varsayabiliriz, diyelim hepsi kirmizi. Demek ki,
do, A1, A2, A3, A4,...
noktalarinin herbirinin kirmizi oldugunu varsayiyoruz. Bu kiimeden iki nokta alalim: a; ve a;.
Diyelim 7, j’den daha kiiciik. a;, kirmiz1 bir nokta oldugundan, a; noktas1 a; noktasiyla kirmizi bir
cizgiyle baglanmistir. Demek ki yukardaki sonsuz nokta birbirleriyle aym1 renk cizgiyle
(kirmiziyla) baglanmistir. Ramsey’in teoremi kanitlanmig oldu.

Elbette iki renkle yaptigimizi ii¢ renkle, dort renkle, genel olarak sonlu renkle de
yapabilirdik. Ramsey’in asil teoremi de zaten genel olarak » renk icindir:

Ramsey Teoremi: n tane renk ve sonsuz tane noktamiz olsun. Her iki nokta, bu n renkten
bir ¢izgiyle birlestirilmis olsun. O zaman, her iki noktasi ayni renk ¢izgiyle birlestirilmis sonsuz
tane nokta vardir.



