Renkli Noktalar
Ali Nesin

Her noktas1 ya maviye ya kirmiziya boyanmis bir diizlem Oniindeyiz. Bazi noktalari
maviye, bazi noktalar1 kirmiziya boyanmis bir diizlem... Diizlemin sonsuz tane noktasini kim
boyamigsa boyamis, biri boyamis ve dniimiize getirmis.

Diizlem nasil boyanmis olursa olsun, bu diizlemde dort kosesi de ayni renk olan bir
dikdortgen var midir? Yani bu diizlemde ya dort kdsesi birden mavi ya da dort kosesi birden
kirmizi olan bir dikdoértgen bulabilir miyiz?

Yamt: Evet'!

Yanit1 verdik, simdi yanitin dogru oldugunu kanitlayalim:

Yatay bir dogru iizerinde bulunan 7 nokta ele alalim. Noktalar iki renge boyanmis
oldugundan, bu 7 noktanin en az dordii ayni renkte olmalidir, diyelim kirmizi. Demek ki ayni
yatay dogru iizerinde bulunan dért kirmizi noktamiz var. Iste o dort kirmizi nokta:
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Bu dogrunun altinda ikinci bir yatay dogru ele alalim. Bu ikinci yatayin iistiinde bulunan ve

yukarda buldugumuz dort kirmizi noktanin hemen altinda yeralan dort noktaya bakalim. Eger bu
noktalarin ikisi kirmiziysa, kirmizi koseli bir dikdortgen elde ederiz. Demek ki bu noktalarin en
az licliniin mavi oldugunu varsayabiliriz.
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Simdi yukardaki dogrularin altinda {igiincii bir yatay dogru ele alalim. Yeni dogrumuzun
istlinde bulunan yukardaki noktalarin hemen altindaki noktalara bakalim.
K K K Bu ii¢ noktanin ya ikisi kirmizi ya da ikisi mavi olmak zorunda.
Birinci sikta kirmizi koseli bir dikdortgen buluruz, ikinci sikta mavi
M M M koseli bir dikdortgen.
S *—Fo Gorildigi gibi ayni renk koseli bir dikdortgen bulmak i¢in sonsuz
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— oo — noktali bir diizleme gereksinmiyoruz. Eger li¢ kosut dogru iizerinde
iistiiste yediser nokta iki renge boyanmissa, her dort kosesi de ayni renkte
olan bir dikdortgen bulabiliriz. Yani 7 x 3 noktali bir diizlemin her noktasi ya maviye ya
kirmiziya boyanmigsa, bu diizlemde iki kenar1 yatay olan ve dort kosesi de ayni renge boyanmis
bir dikdortgen bulabiliriz.
Bundan boyle sonlu diizlemleri ve iki kenar1 yatay olan dikdortgenleri ele alacagiz. Eger n
x m noktal bir diizlemi, i¢cinde dort kosesi de ayni renk olan ve iki kenar1 yatay olan bir
dikdortgen bulunmayacak bigimde boyayabiliyorsak, bu diizleme 2-boyanabilir diizlem
diyecegiz. Yukarda da gordiigiimiiz gibi 7 x 3’liik diizlem 2-boyanamaz.

Ote yandan 6 x 3 noktal1 diizlem 2-boyanabilir:

! Hatta bir tane degil, sonsuz tane 6yle dikdortgen bulabiliriz. Dahasi, renk sayimz iki degil de sonlu herhangi bir
say1 olsaydi da sonsuz tane dyle dikdortgen bulabilirdik. Bu dedigimin dogrulugu yazidan ¢ikacak.
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Yukardaki diizlemi 2-boyanabilir bicimde biiyiiltebilir miyiz? Bir kolon daha

ekleyemeyecegimizi biliyoruz, c¢iinkii yukarda da gordiiglimiiz gibi 7 x 3’lik diizlem 2-
boyanamiyor. Peki bir sira daha ekleyebilir miyiz? Evet:

K K M M M Bu diizlemi biiyiiltlip bir baska 2-boyanabilir diizlem
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M K M K K elde edemeyiz. Okur bunu kendi kendine dogrulayabilir.
*—o —@—@— Ama bu 6 x 5’lik diizlemin 2-boyanabilir olmayacagi
oM oM K gM oK anlamma gelmez. 6 x 5°lik diizlemin 2-boyanamaz
K M K _K _m oldugu dogrudur. Bunu kamtlamak igin, 5 x 5’lik
—eo—o oo diizlemin 2-boyanamaz oldugunu kanitlamak yeterlidir.

ARNS

Bunun kanitin1 da okura birakiyorum.

Demek ki 6 x 4 boyutundaki diizlem 2-boyanabilir ve daha biiyiik boyutlu 2-boyanabilir
diizlem yoktur.

Simdi sira {i¢ renge ve 3-boyanabilir diizlemlere geldi. Renklerimiz kirmizi, mavi ve yesil
olsun. Eger diizlemde yatay (ya da dikey) yalnizca 3 dogru varsa, her dogruyu bir baska renge
boyayarak, 3-boyanabilir bir diizlem elde edebiliriz. Dolayisiyla, en az dort yatay ve en az dort
dikey dogru oldugunu varsayacagiz.

Eger diizlemde herbiri en az 34 noktali en az dort kosut dogru varsa, ayni renk koseli bir
dikdortgen de vardir, yani 34 x 4 boyutlu bir diizlem 3-boyanamaz. Bunu kanitlayalim:

Birinci dogru iistiinde 34 nokta var ve bu noktalar ii¢ renge boyanmis. Demek ki bu 34
noktanin en az 12 tanesi ayn1 renge boyanmis olmali, diyelim kirmiziya. Ikinci dogrunun iistiinde
bulunan ve yukardaki 12 kirmizi noktanin altindaki noktalara bakalim. Eger yeni 12 noktanin
ikisi kirmiziysa, kirmizi bir dikdortgen elde ederiz. Demek ki ikinci dogru {istiinde en fazla bir
tane kirmizi nokta oldugunu varsayabiliriz. Geriye kalan 11 nokta yesile ve maviye boyanmustir.
Bu 11 noktanin en az 6’s1 ayni renge boyanmig olmali, diyelim maviye. Demek ki,
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seklini elde ettik (noktalar1 artik gdstermiyoruz, yalmzca renkleri gosteriyoruz.) Ucgiincii
dogrumuzu alalim ve bu dogru iistiinde bulunan ve yukardaki alti noktanin hemen altindaki
noktalara bakalim. Eger bu noktalarin ikisi kirmiziysa, kirmiz1 bir dikdortgen elde ederiz; eger
ikisi maviyse, mavi bir dikdortgen elde ederiz. Demek ki ii¢lincli dogru iizerinde en fazla bir
kirmizi ve bir mavi nokta oldugunu, yani en az dort yesil nokta oldugunu varsayabiliriz. Simdi,

seklini elde ettik. Son olarak dordiincii dogrumuzu ele alalim. Yukardaki dort noktanin altindaki
noktalara bakalim. Bu dort noktanin ikisi ayni renkte olmali. Bu renk ne olursa olsun, o renkte bir
dikdortgen elde ederiz.

Demek ki 3-boyanabilir bir diizlemde en az dort kosut dogru varsa her dogruda 34 nokta
olamaz. Peki ya 33 nokta olabilir mi?

Hayir, 33 nokta da olamaz. Ya 32 nokta? 32 nokta da olamaz. 28 nokta bile olamaz. Bunu
kanitladim. Ancak kanitim giizel olmadigindan goéstermeyecegim. Demek ki 27 x 4’lik bir
diizlem 3-boyanabilir olabilir. 27 x 4’liikk diizlemin 3-boyanabilir olup olmadigini bilmiyorum.



Denemeyle 21 x 4’liikk diizlemin 3-boyanabilir oldugunu buldum. iste o diizlem (renk
yerine 0, 1 ve 2 sayilarini kullandim):

Ayn1  kareyi
renklerle  yapalim,
daha giizel:

Bir de 9 x 12 boyutlu diizlemi 3 renge boyadim. Iste o diizlem:

Bu dizlemi de renklendirelim:

Nasil buldugumu sormayin, ben de bilmiyorum.



