Sapka Problemi
Ali Nesin

Bu aym konusu olan problem Amerika’da bayagi heyecan yaratmis. Hatta Amerika’nin en
saygideger gazetelerinden biri olarak kabul edilen The New York Times’da uzun bir yaziya konu
olmus. Bu yazinin ilk kismi1 da The New York Times’da yayimlanan o yazidan kaynaklanmigtir.

Sapka Problemi adiyla bilinen bu problem sdyle.

Bir odaya # kisi girecek. Odada bu kisilerin baslarina yazi tura atarak beyaz ya da siyah sapka
konacak. Yani herkesin basinda yiizde elli beyaz sapka olacak, yiizde elli siyah sapka. Herkes
baskasinin basindaki sapkanin rengini gorecek, ama kimse kendi basindaki sapkanin rengini
goremeyecek... Oyuncular aym1 anda ya kafalarindaki sapkanin rengi konusunda bir tahminde
bulunacaklar ya da pas gegecekler. Eger higbiri yanilmazsa (pas gecen hi¢ yanilmaz!) ve
aralarindan en az biri dogru yanit verirse her oyuncu 1 milyon dolar alacak. Yoksa herbiri hava
alacak.

Ornegin biri disinda hepsi pas gegerse ve o pas ge¢meyen (camgdbegi ya da fistiki gibi
herhangi bir tahminde degil!) siyah ya da beyaz tahmininde bulunursa, yiizde 50 olasilikla her
oyuncu | milyon dolar alacak, yiizde elli olasilikla kimse para kazanamayacak.

Eger iki kisi pas gegmeyip tahminde bulunursa, o zaman yiizde 25 olasilikla oyuncular paray1
kazanacaklar (1 milyon dolar1 cebe indirmek i¢in tahminde bulunan iki kisinin de dogru tahminde
bulunmas1 gerekiyor.) Demek ki sadece bir kisinin pas gegcmeyip tahminde bulundugu strateji iki
kisinin tahminde bulunma stratejisinden daha iyi, hatta iki kat1 daha iyi.

Herkes pas gecerse, kimse dogru tahminde bulunmadigindan, kimse para kazanamayacak...

Bu n kisi odaya girmeden toplanip en iyi strateji hakkinda kafa yoruyorlar. En iyi
stratejilerinin (varsa) en az % 50 oldugunu gordiik. Yiizde elliden daha iyi bir strateji var mi1?

Amerika’nin birgok iinlii matematikgisi, siz bu yaziyr okudugunuz sirada belki de, bu konu
tizerinde kafa yoruyor.

Oyunun kodlar teorisiyle ilgisi var, yani bilgisayarlarla, sifrelemeyle, bilgi yollamayla, yani
cagimizin en ¢ok kullanilan aygitlariyla... Matematik kimileyin de bir ise yarar!

Birgok matematikei, problemi ilk duydugunda, en iyi stratejinin yukarda agikladigim, yiizde
elli paray1 kazandiran strateji oldugunu diisiiniiyormus. Ama daha sonra daha iyi stratejilerin
varligini kavriyorlarmas.

Problemi ilk kez Kaliforniya Universitesi'nden Dr. Todd Ebert doktorasim yazarken bulmus.
Soruyu Ogrencilerine sormus. Bir sabah uyandiginda, internet’te herkesin bu problemle
ugrastigini gormus...

Yine Kaliforniya tiniversitesinden Prof. Berlekamp »n = 3 oldugunda, yiizde 75 kazandiran bir
stratejinin oldugunu bulmus. Biz de bulalim.

Séyle diisiinelim. Ug sapkanin ii¢iiniin de ayn1 renk olma olasilig1 1/4’tiir, ¢iinkii 1/8 olasilikla
ic sapka beyaz, 1/8 olasilikla {i¢ sapka siyah olacaktir. Dolayisiyla ii¢ sapkanin renk dagiliminin
2-1 olma olasilig1 3/4’tiir. Demek ki, karsisindaki iki sapkanin ayni renkte oldugunu gorenler aksi
tahminde bulunurlarsa, yani iki siyah sapka goren beyaz, iki beyaz sapka goren siyah derse ve
digerleri pas gegerse, 3/4 olasilikla dogru tahminde bulunulacaktir.

Bunu soyle de gosterebiliriz. Oyunculara 1, 2, 3 diyelim ve bu stratejiyle oyunun akigina
bakalim:



1 2 3 Tahmin Sonug

Beyaz Beyaz Beyaz Herkes “siyah” der Kaybedilir

Beyaz Beyaz Siyah 3 “siyah” der, digerleri Kazanilir
pas gecer

Beyaz Siyah Beyaz 2 “siyah” der, digerleri Kazanilir
pas gecer

Beyaz Siyah Siyah 1 “beyaz” der, digerleri Kazanilir
pas gecer

Siyah Beyaz Beyaz 1 “siyah” der, digerleri Kazanilir
pas gecer

Siyah Beyaz Siyah 2 “beyaz” der, digerleri Kazanilir
pas geger

Siyah Siyah Beyaz 3 “siyah” der, digerleri Kazanilir
pas geger

Siyah Siyah Siyah Herkes “beyaz” der Kaybedilir

Eger n = 15 ise, 15/16 olasilikla kazandiran bir strateji bulunmus.

Oyuncu sayisi arttikca, bilinen bir stratejinin kazanma olasilig1 artiyor, hatta n sonsuza
gittiginde bu bilinen stratejinin olasilig1 1’e yakinsiyormus.

Biz Tiirkler bu oyunu biraz degistirelim. Oyuncular — hep birlikte degil de — teker teker
tahminde bulunsunlar. Bu oyunda en iyi strateji var midir, varsa bu en iyi stratejinin basari sansi
yiizde kactir?

Yukardaki gibi diisiinecegiz. Kisi sayisina n diyelim. Herkese siyah sapka gelme olasilig
1/2"dir, dolayisiyla en az bir kisiye beyaz sapka gelme olasiligi 1 — 1/2"dir. Eger en az bir kisiye
beyaz sapka gelirse, oyunun — birazdan agiklayacagim stratejiyle — kazanilacagini iddia
ediyorum.

Stratejim su: Oyuncular siraya dizilsinler: 1, 2, ..., n ve bu sirayla tahminde bulunsunlar. Her
oyuncu, kendisinden sonra gelen oyunculardan herhangi birinin basinda beyaz sapka gérmiiyorsa
(yani biitiin sapkalar siyahsa), “beyaz” tahmininde bulunsun, eger goériiyorsa pas gecsin. Yani
beyaz sapka goriildiikce pas gecilecek, goriilmiiyorsa “beyaz” denilecek... Daha sonraki
oyuncular pas gegsinler...

Ornegin, 1 numarali oyuncu eger hickimsede beyaz sapka gérmiiyorsa, yani herkeste siyah
sapka goriliyorsa “beyaz” der (digerleri pas geger), eger en az bir kiside beyaz sapka goriiyorsa
pas gecer (ve sira ikinci oyuncuya geger.)

Birinci oyuncu pas ge¢misse, o zaman en az bir kiside beyaz sapka var demektir. En sonuncu
beyaz sapka sahibi, kendisinden sonra beyaz sapka gérmediginden, tahminde bulunacak (daha
oncekiler pas gegmis olmalilar, daha sonrakiler de pas gececekler) ve oyun kazanilacak.

Ug oyuncuyla neler olduguna bakalim. Sapka dagilimlarini BBB, BBS,... gibi gdsterelim.
Ornegin BSB, birinci ve iigiincii oyuncularda beyaz, ikinci oyuncuda siyah sapka oldugunu
gosteriyor.

1 2 3 Sonug
BBB Pas Pas Beyaz Kazanilir
BBS Pas Beyaz Kazanilir
BSB Pas Pas Beyaz Kazanilir




BSS Beyaz Kazanilir
SBB Pas Pas Beyaz Kazanilir
SBS Pas Beyaz Kazanilir
SSB Pas Pas Beyaz Kazanilir
SSS Beyaz Kaybedilir

Gortldiigi gibi 7/8 olasilikla oyun kazaniliyor.

Genel olarak » kisi varsa oyunda, en sonuncu beyaz dogru tahminde bulunacagindan, oyun 1
— 1/2" olasilikla kazanilir.

Daha iyi bir strateji de olamaz, ¢iinkii, birinci kisi, tahminde bulundugunda, en az 1/2"
olasilikla oyun kaybedilecektir, demek ki yukarida aciklamaya ¢alistigim stratejiden daha 1yi bir
stratejide, birinci oyuncu hep pas gegmelidir. Birinci oyuncu hep pas gegtiginde de bir sonraki
oyuncuya hicbir ipucu vermeyecektir, dolayisiyla ikinci oyuncuyla birinci oyuncu arasinda bir
fark kalmayacaktir, ve ikinci oyuncu da pas gegmek zorunda kalacaktir... Bu boyle devam eder.



