Secme Beliti
Ali Nesin

Asagida yedi matematiksel olgu bulacaksimiz. Bu olgularin herbiri bir teoremdir,
kanitlanmislardir. Ancak bu olgular, matematikte ¢ok 6zel bir yeri olan Se¢me Beliti kullanilarak
kanitlanmistir. Se¢me Beliti’nden yazinin sonunda sd6zedecegim.

Birinci Soru: Bildigimiz R x R Oklid diizleminin dyle bir altkiimesini bulun ki, diizlemin
her dogrusunun {istiinde bu altkiimeden tam iki nokta olsun (ne fazla ne eksik...)

AN

Yani, dyle bir X R’ bulacaksiniz ki, eger £ < R? bir dogruysa, { N X kiimesinde tam iki
nokta olacak.

Arayin. Cok araym. Istediginiz kadar araym. Eger matematik¢i degilseniz, baz1 6zel bilgilere
sahip degilseniz bulamayacaksiniz.

Ikinci Soru. Bu soruyu okudugunuzda, soruyu dogru anlamadigimizi sanacagmiza dair
iddiaya girebilirim.

Yaricapt 1 olan bir kiire alin. Bu kiirenin yiizeyini, 6yle sonlu sayida pargaya ayirin ki, o
sonlu pargalar1 gene yarigap1 1 olan iki kiire elde edecek bigimde birlestirin... Hem de pargalari
egip bilkkmeden, ¢ekip ¢cekistirmeden... Sadece pargalar1 havada dondiirerek ve oteleyerek...

Matematikte buna Banach-Tarski paradoksu adi verilir.

Uciincii Soru:



a) 0, 1, 2, 3, gibi sayilara dogal say1 denir. Bos olmayan her dogal say1 kiimesinden bir
eleman (esantiyon) secebiliriz; Ornegin kiimenin en kiiglik elemanin1 esantiyon olarak
secgebiliriz... S6zgelimi, bu yontemle, {1, 5, 8} kiimesinden 1’1, ¢ift sayilar kiimesinden 0’1, asal
sayilar kiimesinden 2’yi segeriz.

b) -2,-1,0, 1, 2, 3 gibi sayilara tamsay1 denir. Bos olmayan her tamsay1 kiimesinden de belli
bir yontemle bir eleman secebiliriz. Ornegin su ydntemi deneyelim: Tamsayr kiimemize X
diyelim; eger X’in en biiyiik eleman1 varsa o en biiyiik elemani, yoksa X m N kiimesinin en kiiciik
elemanin1 secelim. (Burada N, dogal sayilar kiimesini simgeliyor.) Boylece her tamsayi
kiimesinden bir eleman se¢mis olduk.

¢) 2/3, =3/4, 6/2 (yani 3), 0/7 (yani 0) gibi sayilara kesirli sayillar denir. Kesirli sayilar
kiimesi Q simgesiyle gosterilir:

Q={ab:a,beZveb=+0}.
Pozitif kesirli sayilar kiimesi QZO olarak gosterilir:

Q*={a/b:a,beN,b=0}.
Bos olmayan bir pozitif sayilar kiimesinden bir say1 nasil seceriz? Kiimeye X diyelim. Su kiimeyi
tanimlayalim:

AX)={a+b:alb € X}
A(X) bos olmayan bir dogal say1 kiimesi oldugundan en kii¢iik eleman1 vardir. Bu elemana n
diyelim. Simdi,
{albe X:a+b=n}

kiimesine bakalim. Bu, sonlu bir kesirli sayilar kiimesidir, dolayisiyla bir en kiiciik elemani
vardir. Iste X°in bu elemanini secelim. X ten bu yontemle segtigimiz elemana f{X) adin1 verelim.

Ornegin,

X = {a*/b : a asal ve a* + b* sayis1 4’¢ ve 5’e boliinmez)
ise,

A(X)={a+ b : aasal ve a* + b* sayis1 4’¢ ve 5’¢ boliinmez} = {5, 6, ...}
kiimesidir. 4(X) kiimesinin en kii¢iik eleman1 5’tir (¢ = 3, b = 2 ya da a = 2, b = 3.) Dolayisiyla
yukarda agikladigimiz yontemle X ten 2/3’1i segeriz, yani f(X) = 2/3’tiir.

d) Bos olmayan kesirli say1 kiimelerinden de birer eleman segebiliriz. X < Q bos olmayan bir
kiime olsun. Eger X N Q° bos degilse, yukardaki yontemi kullanalim ve AX N Q*°) elemanini
secelim. Eger X N Q* boskiimeyse, (—X) N Q*° kiimesi bos degildir, o zaman da X’yen —f{(-X)
N QZO) elemanin1 segelim.

e) Reel sayilar kiimesinin

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b), (—x, a], (—=, a), [a, ©), (a, ©), (—wo, —w©)
gibi altkiimelerine aralik adi verilir. Reel sayilarin bos olmayan araliklarindan da belli bir
yontemle bir eleman secebiliriz. [a, b], [a, b), (a, b], (a, b) araliklarindan “orta noktay1”, yani (a +
b)/2 noktasini, (-, a], (oo, a) araliklarindan @ — 1 noktasini, [a, ®), (a, ©) araliklarindan a + 1
noktasini ve (—oo, —o0) araligindan (gene orta noktayi!) 0 noktasini segelim.

f) Yapamayacaginizi iddia ettigim asil sorum su: Bos olmayan reel sayr kiimelerinin
herbirinden, belli bir ydontemle bir say1 secebilir misiniz?

Doérdiincii Soru: Reel sayilar kiimesinin 0yle bir X altkiimesini bulun ki, her r reel sayisi
belli bir xy, ..., x, € X ve qi, ..., ¢» € Q i¢in, g1x; + gox2 + ... + g,x, olarak yazilsin ve r’nin bu

tiir bir bagka yazilimi (siralama farki disinda) olmasin.

Besinci Soru: Q’niin asagidaki iki 6zelligi saglayan A altkiimelerine bakalim:



1) Eger x ve y kesirli sayilar1 4’daysalar, x — y sayis1 da 4’dadur.
2)1 ¢ A.
Boyle bir kiime var midir? Evet! Ornegin ¢ift tamsayilar kiimesi, yani 2Z. Cift tamsayilarin
farki gene bir ¢ift sayidir ve 1 ¢ift say1 degildir.
Peki, Q kiimesinin bu tiir altkiimelerinin en biiyliglinii bulabilir miyiz?
Yanit gene evet!
A={2a/b:a € Z,b e Z ve b bir tek tamsay1},
yani pay1 ¢ift olan kesirli sayilarin kiimesi iste bdyle bir kiimedir (kanit1 kolay) ve bu tiir
kiimelerin en biiytigiidiir (kanit1 biraz daha zor.)
Bunlar yapilabilir. Simdi reel sayilar kiimesine gecelim. Asagidaki 6zellikleri saglayan bir 4
bulmaya c¢alisin:
1)AcR.
2) A ¢gikarma altinda kapali.
3) 1 ¢ A.
4) A, yukardaki ozellikleri tagiyan kiimelerin en biiyiigii olsun. Yani B kiimesi yukardaki
tic 0zelligi sagliyorsa ve A < B ise, A = B olsun.
Deneyin, eger Se¢cme Beliti’ni bilmiyorsaniz, yukardaki dort 6zelligi saglayan bir 4 kiimesi
bulamayacaksiniz.

Altiner Soru: Bir aga¢ nedir? Sorum bu degil. Bu sorunun cevabini verecegim. Bir agac
sOyle bir seydir:

Kara noktalara budak diyelim. Her budaktan ¢ikan dallara da dal diyelim... Birbirinin
pesisira gelen dal dizilerine de yol diyelim. Ornegin yukarda kesik ¢izilmis ii¢ dal bir yol
olusturur.

Su teoremi kanitlamaya ¢alisgin:

Eger bir agacin her budagindan sonlu sayida dal ¢ikiyorsa, ama agagta sonsuz sayida dal
varsa, 0 zaman, agacta sonsuz saylda dalin (ya da budagin) oldugu bir yol vardir.

Bu teorem matematikte Kénig Onsavi olarak bilinir.

Yedinci soru. Eger sonsuz bir kiime {ao, @), a;, a3,...} biciminde dogal sayilarla
sayilandiriliyorsa, bu kiimeye sayilabilir sonsuzlukta kiime diyelim. Ornegin, dogal sayilar
sayilabilir sonsuzluktadir. Cift sayilar da sayilabilir sonsuzluktadir. Asal sayilar kiimesi de. Asal
sayilar kiimesini sdyle sayilandirabiliriz:

610:2
611:3
612:5

a3=7



as = 11

a, = (n+1)inci asal
Genel olarak, dogal sayilar kiimesinin her sonsuz altkiimesi sayilabilir sonsuzluktadir.
Z kiimesi de sayilabilir sonsuzluktadir:

ap = 0
a) = 1
ar = -1
as = 2
ay = =2
as = 3
dg = 3
ar = 4
dy = -—h
a1 = n+l

Kesir sayilar kiimesi Q de sayilabilir sonsuzluktadir. ppppppp
Ote yandan reel sayilar kiimesi R sayilabilir sonsuzlukta degildir. Degildir ama sayilabilir
sonsuzlukta bir altkiime igerir: dogal sayilar kiimesi N.

Her sonsuz kiimenin, sayilabilir sonsuzlukta bir altkiimesi olmasi gerekmez mi? Evet
diyorsaniz haklisiniz, olmasi gerekir. Kanitlayin o zaman! Eger se¢gme belitini bilmiyorsaniz
basaramayacaksiniz.

Se¢me belitini bilmeyen okurun bu olgulari kanitlayamayacagini sdylemistim. Bu, bir kan1 ya
da yargi degildir, bir kesinliktir. Se¢me beliti kullanilmadan bu olgularin kanitlanamayacagi
kanitlanmustir.

Se¢me beliti nedir? Anlatmaya calisayim.

Cok bilinen bir rnekle baslayayim. Oniiniizde sonsuz tane ayakkabu ¢ifti varsa, her ayakkabi
ciftinden birini secebilirsiniz, drnegin sol ayakkabiy1 segebilirsiniz. Oniiniizde sonsuz tane
eldiven gifti varsa da, boyle bir se¢cim yapabilirsiniz. Ama ya Oniinlizde sonsuz tane ¢orap ¢ifti
varsa? Her ¢orap ¢iftinden birini se¢gmek i¢in bir yontem bulamazsiniz.



