Sevdigim Birka¢ Soru

Matematikte dyle sorular vardir ki, yanit1 bulmak 6nce ¢ok zor gibi gelebilir, sonradan —
saatler, glinler, aylar, hatta kimi zaman yillar sonra — yanitin ¢ok basit oldugu anlagilir. Bir
benzetme yaparak, matematigi andiran bir 6rnek vereyim.

Bir tren Istanbul’dan Ankara’ya dogru saatte 100 km.’yle gidiyor. Ikinci bir tren
Ankara’dan Istanbul’a dogru saatte 150 km.’yle gidiyor. Ikinci tren birinci trenden 1 saat sonra
kalktigina gore, iki tren karsilastiklarinda hangisi Istanbul’a daha yakindir?

Bu soruyu yamtlamak igin hesaba kitaba gerek yok. Iki tren karsilastiklarinda, her ikisinin
de hem Ankara’ya hem istanbul’a hem de Adana’ya uzakliklar aynidir!

John Von Neumann 20. yiizyilin birinci yarisinda yasamis ve matematigin hemen hemen
her dalina katkis1 olmus ¢ok zeki bir matematikg¢idir. Bilgisayar1 bulanlardan biridir. Kiimeler
kuramima ¢ok Onemli katkilar1 olmustur. Ayrica oyunlar kuraminin temellerini atmistir. Von
Neumann’in daha bir stirii katkis1 vardir matematige.

Von Neumann’a bir dostu su soruyu sormus: Iki tren aym ray iizerinde birbirine dogru
hareket ederler. Bu iki tren arasinda bir sinek vardir. Sinek trenlerden birine dokununca, yon
degistirip oblir trene dogru gider. Bir silire sonra Obiir trene carpar elbet ve o zaman gene yon
degistirip birinci trene dogru gider. Sinek bdylece iki tren arasinda yol alir. Iki tren ¢arpisinca
sinek ezilir. Trenlerin arasinda baslangicta 100 km. olduguna goére ve trenler ayni anda hareket
ettiklerine gore ve trenlerden biri saatte 5 Obiirii saatte 15 km. gittigine gore ve sinek saatte 25
km.’yle ugtuguna gore, sinek ne zaman ezilir?

Bu sorunun yanitin1 bulmak igin olduk¢a karmasik sonsuz bir dizi toplanabilir, ki cogunluk
bu yontemi secer. Oysa yanit daha kolay bir yontemle bulunabilir. Trenler saatte 5 + 15, yani 20
km.’yle birbirlerine yaklasmaktadir. Aralarinda baslangicta 100 km. olduguna gore, iki tren
100/20, yani 5 saat sonra ¢arpisir. Dolayisiyla sinek 5 saat sonra ezilir.

Von Neumann bir iki dakika kadar diisiindiikten sonra,

— 5 saat sonra, yanitini vermis.

Soruyu soran dostu, Von Neumann’in yaniti ¢ok ¢abuk bulmasindan kuskulanip,

— Sen bu soruyu biliyordun, demis.

Von Neumann sasirmis.

— Niye dyle diyorsun, demis, olduk¢a kolay bir soru, sonsuz diziyi toplamak yeterli...

Bu yazida matematikten birkag giizel kanit 6rnegi verecegim.

Birinci Soru. Bir dogal sayiy1 ¢esitli bicimlerde dogal sayilarin toplami olarak yazabiliriz.
Ornegin, 3:
3
2+1
1+2
1+1+1
olarak yazilabilir. Ya da 4:
4



3+1
1+3
242
2+1+1
1+2+1
1+1+2
1+1+1+1
olarak yazlabilir. Goriildigi gibi 3’i dort degisik bicimde, 4’1 sekiz degisik bicimde
yazabiliyoruz.
Herhangi bir n dogal sayis1 dogal sayilarin toplami olarak kag tiirlii yazilabilir?

Birinci Sorunun Yaniti: Dogru yanit1 bulmak pek zor degil. Biraz denemeyle n sayisinin
2"~ ! bigimde dogal sayilarin toplamu olarak yazilacag anlagilir.

Yanitin neden dogru yanit oldugunu agiklamak icin dnce bir 6rnek alalim. 6’y1 ka¢ bigimde
dogal sayilarin toplami olarak yazabilecegimize bakalim. 6’y1 alt1 tane 1’le, yani

111111
olarak gdsterelim. Simdi 6 =4 + 2 esitligini

111111
olarak, 6 =3 + 1 + 2 esitligini

111111

olarak gosterebiliriz. Demek ki 6’y1 dogal sayilarin toplami olarak yazmak demek, alt1 tane 1
arasina c¢ubuk yerlestirmek demektir. Alt1 tane 1 arasina ka¢ bigimde ¢ubuk yerlestirebiliriz?
Cubuk yerlestirebilecegimiz 5 yerimiz var. Bu 5 yerin herbirine ¢ubuk koyabiliriz ya da
koymayabiliriz. Demek ki her yer i¢in 2 olasiligimiz var: ¢ubuk koymak ya da koymamak.
Dolayistyla 5 yer i¢in 2° =32 olasiligimiz var. Sonu¢ olarak, 6’y1 32 degisik bigimde dogal
sayilarin toplami olarak yazabiliriz.

Herhangi bir n dogal sayisi igin yanit yukardaki tartismadan anlasilmustir. #’yi 2" bigimde
dogal sayilarin toplami olarak yazabiliriz. Neden? Yukardaki gibi #’yi n tane 1’le gosterelim. Her
iki 1’in arasina bir ¢ubuk yerlestirecegiz ya da yerlestirmeyecegiz. Her yer i¢in 2 segenegimiz
var: Cubuk koymak ya da koymamak. n — 1 tane yerimiz oldugundan ve her yere g¢ubuk
yerlestirip yerlestirmemekte 6zgiir oldugumuzdan, toplam 2" se¢enegimiz vardir.

ikinci Soru. Ardisik 2n pozitif dogal sayi arasindan n + 1 tanesi seciliyor'. Secim ne
olursa olsun, bu n + 1 sayidan en az ikisinin ortak boleninin I oldugunu kanitlayin.

Ikinci Sorunun Kamti. Ardisik 27 sayidan n + 1 tanesi segildiginde, bu n + 1 sayidan en
az ikisi ardigik olmak zorundadir, yani biri @ 6biirii @ + 1 olmalidir. Bu iki sayinin ortak boleni
1°dir.

Uciincii Soru. Eskenar bir iicgenin icindeki her noktamin ii¢ kenara olan uzakliklarinin
toplaminin hep ayni oldugunu kanitlayin’.

Uciincii Sorunun Kamiti: Eskenar iicgenimize 4BC diyelim. Uggenimizin kenarlari a
uzunlugunda, yiiksekligi de /# uzunlugunda olsun. Demek ki tiggenimizin alan1 ak/2’dir.

18,9, 10 gibi ardarda gelen sayilara ardigik sayilar denir.
% Bu sonuca Viviani Teoremi denir. Vivani Italyan’dir ve 1622-1703 yillar1 arasinda yasamustir.



Uggenimizin iginden herhangi bir P noktas1 alalim. P’nin
kenarlara olan uzakliklarina x, y, z diyelim. P’yle ii¢geniiiin 4, B
ve C koseleri arasindaki li¢ dogruyu ¢izersek, iicgenimizi {i¢
kiigiik iiggene bolmiis oluruz: APC, CPB ve BPA {iggenlerine. Bu
ticgenlerin alanlar1 ax/2, ay/2, az/2’dir. Demek ki bu ii¢ sayinin
toplam1 ABC {i¢geninin alani, yani ah/2 olmali:

C B ax/2 + ay/2 + az/2 = ah/2.
Sadelestirirsek x + y + z = h buluruz. Demek ki, P noktasinin kenarlara olan uzakliklarinin
toplamui 4’°dir. Bu say1 P’den bagimsizdir.

Doérdiincii Soru. Her dogal sayinin dort dogal saymnin karelerinin toplami oldugu bilinen
bir teoremdir. Ornegin,
= 0°+0>+0°+0°
1>+0°+0°+ 0
P+12+0°+0°
P+ 1P+ 17+0°
2°+0°+0°+0°
22+ 17+ 0°+0°
22+ 124+ 12+ 0
22+ 12+ 12+ 12
= 22 +2°+0°+ 0
= 22+ 22+ 12+ 07
10 = 22+22+ 12+ 1%
Bunun gibi, 63, 5% + 5% + 3% + 22 olarak yazilabilir. Bu teoremi dogru kabul ederek (ki dogru),
her pozitif kesirli sayinin dort kesirli sayinin karelerinin toplami oldugunu kanitlayin.
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Dérdiincii Sorunun Kamitw. k pozitif ve kesirli bir say1 olsun. iki @ ve b dogal says1 icin, &
= a/b esitligi dogrudur. ab bir dogal sayidir, dolayisiyla, ab dort dogal saymnin karelerinin
toplamidir, diyelim x, y, z ve ¢ tamsayilarinin karelerinin toplam:

_ 2,2 2.2
ab=x"+y +z +r.
Simdi £’nin dort kesirli sayinin karesi oldugunu kanitlayabiliriz:
2 2

a ab X+y +7+7  x Y s
k=p =1 = b =W TR T T
x\2 (y2 (z\2 (t)2
:(b) +@ +@ +@ '

Besinci Soru. Su sonsuz diziyi ele alalim:
I I S I
Bu dizi bir biiytir, bir kiigiiliir. Eger bu diziden negatif sayilari ¢ikarirsak geriye kiiciilen bir

dizi kalir. Bir bagka deyisle,
1.1, 1. 1
4 16 64 256
dizisi ilk dizinin durmadan kii¢iilen bir altdizisidir.
Simdi, sonsuz herhangi bir

aOa ala az, a37"'



gercel sayilar dizisi alalim. Bu dizinin ya hi¢ azalmayan, ya da hi¢ artmayan sonsuz bir altdizisi

oldugunu kamitlaym. Daha matematiksel bir deyisle, bu dizide Oyle sonsuz tane a, sayisi

oldugunu kanitlayin ki, bu sayilar, ya

n;<miisea, <a
=M n, = “n,
kosulunu ya da

n; < njise ap, 2 anj

kosulunu saglasinlar.

Besinci Sorunun Kamti: Eger dizinin bir sayis1 kendisinden sonra gelen hicbir sayidan
daha kiigiik degilse, o sayiya giizel say1 diyelim. Bir baska deyisle, a, sayisi,

m2nisea,<a,
kosulunu sagliyorsa, a,,’ye giizel say1 diyelim.

Iki sikkimiz var: Ya sonsuz tane giizel say1 vardir ya da sonlu tane. Eger sonsuz tane giizel
say1 varsa, glizel sayilar dizisi hi¢ artmayan bir sonsuz dizidir. Eger sonlu tane giizel say1 varsa,
dizinin en son giizel sayisindan sonra gelen sayilara bakalim. Bu sayilar giizel olamazlar. Demek
ki bu sayilarm herbirinden sonra daha biiyiik bir say1 bulabiliriz. Ornegin, a,, dizinin en son giizel
sayis1 olsun. a,+; bulacagimiz altdizinin birinci sayist olacak. a,+; glizel olmadigindan, a,+;’den
sonra daha biiyiik bir say1 vardir. Bu say altdizimizin ikinci sayisi olacak. Ikinci sayimz da giizel
olmadigindan, ikinci sayimizdan sonra daha biiyiik bir say1 vardir. Bu say: altdizimizin {igiincii
sayist olsun. Ugiincii sayimizdan sonra da bu sayidan daha biiyiik bir say1 vardir... Bunu boylece
sonsuza degin siirdiirebiliriz ve durmadan artan sonsuz bir dizi elde ederiz.

Altiner Soru. n herhangi bir tamsayt olsun.
2ln+4
14n+3
kesirli sayisini ele alalim. n ne olursa olsun, bu kesirli sayiin bu gosteriminin sadelesmeyecegini
kanmitlayn’.

Altinc1 Sorunun Kamiti: Aslinda, 217 + 4 ve 14n + 3 sayilariin en biiyiik ortak boleninin
1 oldugunu, yani bu iki sayinin birbirine asal oldugunu kanitlamamiz isteniyor. Kanitlayalim...
p, bu iki say1y1 bdlen bir dogal say1 olsun. p’nin 1’°e esit oldugunu kanitlamaliyiz.
21n + 4 sayis1 p’ye boliintiyor. Demek ki, bir a tamsayisi igin,
2ln+4=ap
esitligi gecerlidir. 14n + 3 sayis1 da p’ye boliiniiyor. Demek ki, bir  tamsayist igin,
l4n+3=bp
esitligi gecerlidir. Bu denklemleri altalta yazalim:
2ln+4=ap
14n+3 = bp.
Simdi birinci denklemi 2’yle, ikinci denklemi 3’le ¢arpalim:
42n + 8 =2ap
42n+9=73bp
denklemlerini elde ederiz. Birinci denklemi ikinciden ¢ikarirsak,
1=3bp—2ap

3 Bu soru lise 6grencilerinin katildig1 1959 Uluslararas1 Matematik Olimpiyatlari’nda sorulmustur.



denklemini elde ederiz. Bu denklemin sagindaki say1 (3b — 2a)p’ye esit ve dolayisiyla p’ye
boliiniir. Demek ki denklemin solundaki say1 da p’ye boliinmeli. Yani 1, p’ye boliinmeli... Yani p
=1 olmali!

Diledigimizi kanitladik.



