Sonsuz Inis ve Sonsuz Cikis
Ali Nesin

giizeldir. Ustelik bir ilkokul ¢ocugunun bile anlayabilecegi esitlikler, teoremler,
kanitlar, sorular vardir.
Cogumuzun matematikle ilgisi aritmetikle baglamistir. Kimimiz 1 +2+3 +4 =
10 esitliginden, kimimiz 3*+ 4*= 57 esitliginden, kimimiz de,

S ayilar kuraminin matematikte yeri ayridir. Sayilar kurami her seyden Once

1 =1=1°
1+3 = 4=2
1+3+5 =9=3

1+3+5+7 =16=4
esitliklerinden biiylilenmisizdir. Sayilar kuraminda her yasa, her zevke gore biiyii vardir.

Sonsuz Cikis. Yukardaki esitlikler raslantisal degildir: Ilk 7 tek sayinm toplami her zaman

bir karedir'. Ilk n tek say1 1, 3, 5, ..., 2n — 1 oldugundan,
143+5+..+Q2n-1=n’
dir. Bu esitlik, sayilar kuraminda tiimevarim adi verilen bir yontemle kanitlanabilir.

Matematikte ve sayilar kuraminda ¢ok sik kullanilan bu yontemde, kanitlanmak istenen
Oonerme Once 1 sayisi i¢in kanitlanir. Sonra, 6nermenin 7 sayisi i¢in gecerli oldugu varsayilarak,
Onerme bir sonraki say1 olan n + 1 sayist i¢in kanitlanir. Boylece, 6nermenin tiim sayilar i¢in
gecerli oldugu anlasilir. Ciinkii, 6énerme 1 i¢in dogrudur, 1 i¢in dogru oldugundan 2 igin de
dogrudur, 2 i¢in dogru oldugundan 3 i¢in de dogrudur... Bu yonteme sonsuz ¢ikis da denilebilir.

Tiimevarimla kanita 6rnek olarak yukardaki esitligi kanitlayalim.

Teorem. Her n sayisi i¢in, ilk n tek sayinin toplami n’ dir.

Kamt: ilk » tek saymin toplamina 7(n) ad1 verelim. Yani,
TIn)=1+3+5+..+2n-1)
olsun. 7(n) = n” esitligini kanitlamak istiyoruz.

Once 7(1) = 17 esitliginin dogru olup olmadigima bakalim. 7(1), 1’den 1’e kadar olan tek
sayilarin toplamidir, demek ki 7(1) = 1 = 17 esitlikleri gegerlidir. Demek ki énermemiz 1 igin
dogru.

Simdi, T(n) = n” esitligini dogru varsayip, T(n + 1) = (n + 1)* esitligini kamitlayalim. T(n +
1) sayis1 ilk # + 1 tek saymnin toplami, yani 1°den 27 + 1’e kadar olan tek sayilarin toplami. Ilk »
tek saymin toplami 7(n)’dir ve varsayimmmiza gére bu T(n) sayis1 n°’ye esit. Bir sonraki n +
1’inci tek saytysa 2n + 1. Demek ki,

T(n+ 1)=1lk n + 1 tek sayinm toplami
= (Ilk n tek saymin toplami) + (n+1’inci tek say1)
=Tn)+Qn+1)=n"+Qn+1)=mn+ 1)
ve T(n+1)=(n+ 1)~

Demek ki 7(n) = n” esitligi dogruysa, T(n+1) = (n+1)* esitligi de dogrudur.

Daha 6nce 7(1) = 17 esitliginin de dogru oldugunu kanitlamistik.

Boylece her n sayist igin T(n) = n” esitligi kanitlanmis oldu.

" Bu yazida “sayr” sézciigiinii bir ve birden biiyiik tamsayilar i¢in kullanacagiz, yani 1,2,3,4,... sayilari igin.



Tiimevarimla kanitin bir zayif yani, kanitlanan 6nermenin neden dogru oldugunun pek iyi
anlagtlamamasidir. Onsezi kaybolmakta, mekanik bir kanit verilmektedir. Ne demek istedigimi
gene bir 6rnekle anlatayim. Yukardaki 7(n) = n’ esitliginin neden dogru oldugunu baska tiirlii
gostereyim. Bir kenar1 #» uzunlugunda olan bir kare alalim. Bu karenin alan1 n*dir. Kareyi n” tane
kiictik kareye bolelim. Simdi kareleri sdyle sayalim. (Asagidaki sekle bakin.) Sol alt kosede 1
kare var. Bu kareye 3 kare dokunur: biri sagindan, biri tepesinden, 6biirii de sag iist kosesinden
(yani ¢aprazindan.) Bu yeni kareye 5 yeni kare dokunur: ikisi sagindan, ikisi tepesinden, biri de
caprazindan. Sonra 7 yeni kare... Iste resim:

1,3, 5,7, ... Bunlarin toplamu kiigiik karelerin sayisina, yani n”’ye esit. Goriildiigii gibi ilk n
tek sayinn toplami n%’dir. Yukardaki 6nermenin neden dogru oldugu birden giin gibi ortaya ¢ikt1.
Ama matematiksel degil kanitimiz. Gérme duyusuna dayaniyor.

Daha sonra gereksinecegimiz bir sonucu tiimevarimla kanitlayalim:

Teorem. m 6geli bir kiimenin altkiime sayist 2" dir.

Kamt: Onermeyi énce m = 1 igin kamitlayacagiz. Eger X = {x} bir 6gelik bir kiimeyse, X’in
iki tane altkiimesi vardir: & (boskiime) ve X. Demek ki m = 1 oldugunda 6nermemiz dogru.

Simdi 6nermenin m i¢in dogru oldugunu varsayip, 6nermeyi bir sonraki say1 olan m + 1
i¢in kanitlayalim.

X={X1, cerr Xy X1}
olsun. X’in 2" "' tane altkiimesi oldugunu kanitlamak istiyoruz.
Y= {xl, ...,Xm}
olsun. Y’nin 2" tane altkiimesi oldugunu (m tane 6gesi oldugundan, varsayimimiza gore)
biliyoruz.

Xin iki tiir altkiimesi vardir: x,+,’1 igerenler ve igermeyenler. x,,+;’i igermeyenler Y nin
altkiimeleridir ve bunlardan 2" tane oldugunu biliyoruz. x,,’i icermeyen 2" kiimeye x,,+;’i de
eklersek, x,,+1’1 iceren tiim altkiimeleri buluruz. Demek ki X’in x,,+;’i igermeyen 2" tane ve X1’
igeren gene 2" tane altkiimesi varmus. Dolayisiyla X’in altkiime sayisi, 2" + 2" = 2 x 2" = 2""!
dir. Onermemiz kanitlanmistir®.

m
m
? Okur, bu olgudan 2" = Z ( } esitligini ¢ikarabilir (Pokerin Matematigi yazisinda tamimlamistik sagdaki

k=0
sayilar1.) Soldaki sayi, yani 2", m 6gesi olan bir kiimenin altkiime sayisi. Sagdaki (:j ise, ayni kiimenin k£ 6geli

altkiimelerinin say1s1.



Alistirma olarak, okur asagidaki 6nermeleri tiimevarimla kanitlamaya ¢alisabilir:
1. Eger 0 <x <1 ise ve n > 0 bir dogal say1ysa,
-1
(1-x)"<1 —nx+ﬂn2—lx2.
2. Eger n > 0 bir dogal sayiysa,
coe 6
3. Eger n > 0 bir dogal sayiysa,
P+2°+ . +n’=(0+2+..+n)
4. Eger n> 0 bir dogal sayiysa,

14+24+34+...+n4=6n5+ 150* + 10n° — n
30

Sonsuz Inis. Pierre Fermat (1601-1665) sayilar kuraminda sonsuz inis adin1 verdigi bir
baska yontem bulmustur. Sonsuz inis, sonsuz ¢ikisin (yani tiimevarimin) ters yiiz edilmisidir.
Once yéntemi agiklayalim, sonra bir 6rnek verecegiz.

Diyelim sayilarla ilgili bir dnerme kanitlamak istiyoruz. Bu énermeye O(n) admi verelim.
O(n) énermesinin bir say1 igin yanls oldugunu varsayalim, diyelim a sayis1 i¢in yanlis. Demek ki
O(a) 6nermesinin yanls oldugunu varsayiyoruz. Bu varsayimdan bir celiski elde etmeye calisiriz.
O(a)’'mn yanlhishigindan yararlanarak, dyle bir a; sayis1 bulmaya galisiriz ki, hem a; < a, hem de
O(a;) 6nermesi yanhstir. Basardik diyelim. Ayni akil yiiriitmeyi a yerine a; sayisi igin yapacak
olursak, dyle bir a» sayis1 buluruz ki, hem a, < a;’dir, hem de O(a;) 6nermesi yanlistir. Bunu
boyle siirdiirebiliriz. Ote yandan dogal sayilarda sonsuza dek inemeyiz. 1 (ya da 0, yazarma ve
yazisina gore degisir) en kiiclik dogal sayidir. Bir celiski elde ettik: Hem sonsuza dek
inebiliyoruz, hem de inemiyoruz. Demek ki, O(n) 6nermesi bir a sayisi igin yanlis olamaz, yani
her say1 i¢in dogrudur.

Bu yontemi soyle de agiklayabiliriz: Eger O(n) onermesi bir say1 icin yanligsa, bu
onermenin yanlis oldugu en kiiciik bir say1 vardir. Bu saytya a adin1 verelim. Simdi de O(a)
Oonermesinin yanlishigindan yararlanarak, a’dan kiigiik bir b sayist i¢in de Onermenin yanlis
oldugunu kanitlamaya c¢alisalim. Basarirsak bir ¢eligki elde ederiz, ¢linkii, @, 6nermeyi yalanlayan
sayilarin en kiicligliydii.

Simdi bir 6rek vereyim. Sonsuz inis yontemini kullanarak V3 sayismin kesirli sayi
olmadigimi kanitlayacagim®. Diyelim, a ve b sayilart V3 = a/b esitligini sagliyor. V3 = a/b
denkleminde iki tarafin da karesini alirsak, 3 = a*/b* buluruz, yani 3b* = ¢*. Bundan da ¢*’nin lice
béliindiigii ¢ikar. o iige boliindiigiinden, a sayisi da iige boliiniir. Dolayisiyla a” dokuza boliiniir
ve 3b* = ¢* denkleminden 4*’nin de iice boliindiigli anlagilir. b* lige boliindiiglinden, b de iice
boliintir. Hem a’nin, hem de »’nin {ige boliindiigiinii kanitladik. Eger a = 3a;, b = 3b; olarak
yazarsak, \3=ab= 3ai/3by = ai/b; elde ederiz. Yani \3 = ai/by. Ve ayn1 zamanda 0 < q; < a.
Yukarda a ve b sayilariyla yaptigimiz kaniti, a; ve b; sayilariyla yaparsak, dyle a,, b, sayilari
buluruz ki, hem 0 < a; < a; < a dir, hem de \3 = ay/b, dir. Bu boyle sonsuza dek siirebilir. Ote
yandan siiremez de! Bir geliski elde ettik. Demek ki V3 kesirli say1 degilmis".

3 Bu 6rnek yontemi agiklamasi agisindan iyi bir 6rekse de, yontemin giiciinii ne yazik ki tam gosteremiyor. Fermat
bu yontemle ¢ok daha derin sonuglar elde etmistir. Fermat Ne Biliyordu? (2) baslikli yazida, Fernat’nin kanitlarindan
birini verecegiz ve yontemin giicii daha iyi anlagilacak.

* Aslinda sonsuz inis yontemini ilk Eski Yunanlilar bulmuslardir. Nitekim verdigim kanit Eski Yunanlilara aittir.
Ama sanirim Eski Yunanlilar bu yontemi kullanarak bir tek bu teoremi ve ¢esitlemelerini kanitlamiglardir. Yontemi



Okur, aligtirma olarak, 6nerecegim su kanit1 denesin: a ve b sayilari igin, \3 =a/b esitligini

3b—
varsayalim. O zaman V3 = a—ba esitligi gecerlidir ve 0 < 3b — a < a dir. Sonsuz inisle ¢eliski elde

edilir.

Bir Cesitleme. Tiimevarimla kanitin bir ¢esitlemesi de soyledir. Kanitlamak istedigimiz
onerme once 1 i¢in kanitlanir. Arkasindan onermenin »’den kiiclik sayilar i¢in dogru oldugu
varsaylilip, onerme » i¢in kanitlanir. Bir sonraki yazida bu tiir timevarimsal kanita bir 6rnek
verecegiz.

ilk kez sistematik olarak uygulayan Fermat’dir. Fermat, sayilar kuramiyla ilgili teoremlerinin ¢ogunu ya sonsuz
cikigla ya da sonsuz inisle kanitlamigtir, daha dogrusu kanitladigini 6ne siirmiistiir, ¢iinkii Fermat teoremlerinin
kanitin1 pek yazmazdi.



