Sopayla Sayalim!
Ali Nesin

ir tahta parcast alalim. Bu tahta pargasi tizerinde esit aralikli ve biri sopanin
basina biri de sonuna gelmek lizere » tane ¢entik agalim. Ornegin n = 8§ ise, tahta
par¢amiz soyledir:
oO—-O0-O0-O00O0-0O000
) Bu 7 ¢entigin p tanesini boyayacagiz. Burada p, n’den kii¢iik ya da n’ye esit bir say1 elbet.
Ornegin n = 8 ve p = 3 ise, sopay1 sOyle boyayabiliriz:

Boyamak igin baska gentikler de segebilirdik. Ornegin yukardaki ¢entikler yerine dordiincii,
besinci ve altinci ¢entikleri boyayabilirdik.

Sekiz centik arasindan boyanacak {i¢ c¢entik sececegiz. Kag tiirlii secebiliriz? Bu sorunun
yanitini liseye giden her 6grencinin bilmesi gerekir, ancak deneyimim, yanit1 pek az 6grencinin

bildigini gosteriyor. Dogru yanit, “sekizin {cliisi” denilen (3) sayisidir, yani 8!x3!/5! dir.

Burada,
I=1x2x3x4x5x6x7Tx8
S!=1x2x3x4x5
3l=1x2x3
dir. Demek ki, sekiz ¢entik arasindan tigiinii,
8! 8xTx6
(8’3)_3!5!_3 x2x1

=8 x7=

56 cesitli bigimde segebiliriz.

n!
pl(n—p)!
secebiliriz. Bu sonug lise kitaplarinda bulunmalidir. Yoksa, Matematik ve Oyun adli kitabimin
Pokerin Matematigi baslikli yazisina bakabilirsiniz. O yazida formiiliin dogrulugu ayrica
kanitlanmustir.

Omegin n = 5 ve p = 2 olsun ve bes centikli bir sopa iizerinde kag tiirlii iki gentik

5 51 5x4
secebilecegimizi hesaplayalim. Yukarda dedigim gibi, (2) =31 ; = 10 tiirlii iki ¢entik

Genel olarak, n ¢entik arasindan p tanesini (Z): (“n’nin p’lisi”) bigimde

secebiliriz. Iste 0 on se¢im:
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Buraya degin bir sorun olmamasi gerekir. Ama var!

Sorun su: sopayr 180 derece cevirdigimizde, yani sopanin solunu sagina, sagini soluna
getirdigimizde, ayr1 gibi goziiken iki boyanis tiiriiniin aslinda bir oldugunu gériiriiz. Sopanin basi
sonu belli degil ki! Ornegin, yukardaki ikisi boyal1 bes ¢entikli on sopadan,
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sopalar1 arasinda bir ayrim yapamayiz. Bu sopalar birbirinin simetrigidir (bakisigidir) ve bu

simetrik sopalar1 bir saymak zorundayiz. O zaman, on sopa arasindan iki tane olanlarindan birini
atip geriye kalanlara bakalim:
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Soru. Simetrik boyanmis sopalar1 bir sayarsak, n ¢entikli sopanin p centigini kac tiirlii
boyayabiliriz? Eger n = 5, p = 2 ise, yanitin 6 oldugunu yukarda gordiik.
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Yanit. Simetrik boyali sopalar1 ayr1 ayr1 sayarsak yanitin (Zj oldugunu biliyoruz. Bu C)

sopay!1 igeren kiimeye 4 adin1 verelim. Ornegin, n = 5, p = 2 ise, yukarda da gordiigiimiiz gibi, 4
kiimesinin 6geleri sunlardir:
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A kiimesinin Ogelerini iki sinifa ayiralim: kendi kendisinin simetrigi olanlar ve bir baska
simetrigi olanlar. Birinci kiimeye B diyelim, ikinci kiimeye C. Ornegin, n = 5, p = 2 ise, B

kiimesi asagidaki iki 6geden olugmustur:
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Eger A, B ve C kiimelerinin 6ge sayisini |A4|, |B| ve |C| olarak gosterirsek, bizim bulmak
istedigimiz say1,

ve C kiimesi asagidaki 8 6geden olusmustur:

x=|B| +|C|/2 (1)
sayisidir.
Ne biliyoruz?
(mp) = |4 = |B| +|C| (2)
esitligini biliyoruz. Bize yeterli degil. Eger |B| sayisin1 bulabilirsek, (2) esitligini kullanarak |C]
sayisin1 da bulabiliriz arkasindan da (1) esitligini kullanarak aradigimiz x sayisini bulabiliriz.
Demek ki B kiimesinin 6ge sayisini bulmak kaliyor.
B kiimesinin 68e sayis1, n ve p sayilarinin tekligi ve ¢iftligine gore degisir.

n ve p Cift Sayilarsa. ilk olarak n ve p sayilarinin cift olduklarim varsayalim. B kiimesinin
her 6gesi simetrik bigimde boyanmustir. Demek ki boyali p ¢entigin yarisi sopanin solunda, yarisi



sagindadir ve bu iki yar1 birbirinin simetrigidir, bir bagka deyisle, sol tarafin nasil boyandigini
biliyorsak, sag tarafin da nasil boyandigin biliriz.

Sol Taraf Sag Taraf

n ¢ift oldugundan, sopanin tam ortasinda ¢entik yoktur ve bu ¢entiklerin »/2 tanesi soldadir.
Soldaki bu n/2 centikten p/2 tanesini sececegiz ve ayni se¢imin simetrigini sag tarafta da

yapacagiz. Soldaki n/2 ¢entikten kag tiirlii p/2 ¢entik secebiliriz? (Zgj tiirlii elbette. Demek ki, B

/2 /2
kiimesinde (Z /2) tane 6ge varmis. Yani |B| = (Z /2j imig. Bundan da, (2)’yi kullanarak, |C| = (Zj _

2
. ) buluruz. Simdi, (1)’1 kullanarak x’i bulabiliriz:
n) N n/2)
/
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x=|B|+|C)2 =

n Cift, p Tekse. Bu durumda sopanin simetrigi olmaz, yani [B| = 0’dir. Demek ki, x =

|12 =2 14)2= @ /2 dir.

n Tek, p Ciftse. Simdi »’nin bir tek sayr oldugunu varsayalim. O zaman sopanin tam
ortasinda bir nokta vardir ve centiklerin (n—1)/2 tanesi solda, (n—1)/2 tanesi sagdadir. p cift
oldugundan, B kiimesinin hic¢bir sopasinin ortasindaki ¢entik boyali olamaz (yoksa centikleri
simetrik bir bicimde boyayamayiz.) Demek ki B’deki her sopanin boyali ¢entiklerin yarisi, yani
p/2 tanesi solda, obiir yaris1 sagda, solun tam simetriginde olmalidir. Soldaki (n—1)/2 ¢entikten

.. ) I -1)2 .
boyanacak p/2 tanesini se¢ecegiz. Kag tiirlii segebiliriz? (n =1y tiirde elbet. Demek ki, |B| =
p/2

( - 1)/2) dir. Bundan da, (2)’yi kullanarak,

p2
0-()-(7

buluruz. Simdi, (1)’i kullanarak x’i bulabiliriz:
(-89
p/2

x=|B|+]|C|)2= >

n ve p Tekse. Bu durumda, B kiimesinin her sopasinin tam ortasindaki ¢entik boyanmalidir.
Ciinkii p tektir ve tam ortadaki ¢entik boyanmazsa, boyali ¢entiklerin yarist solda, yarisi sagda
olamaz. Demek ki, soldaki (n—1)/2 gentikten (p—1)/2 tanesi boyalidir. Soldaki bu (n—1)/2

-1)2
centikten kac tiirlii boyanacak (p—1)/2 ¢entik secebiliriz? GZ B 1;2) tane elbet. Demek ki |B| =
2 ~ D2
((Z_ 13/2) ‘dir. Bundan da, (2)’yi kullanarak, |C| = @— [(Z_ 1%/2) buluruz, Simdi, (1)’i

kullanarak x’i bulabiliriz:



o)1)

x=|B|+|C)2 = 3

Sonug. n ve p sayilarinin tekligi ve ciftligine gore dort degisik sonug¢ bulduk. Ama
sonuglara biraz dikkatle bakarsak bu dort degisik sonucu 2’ye indirebiliriz:

1Y

x =75 eger n ¢ift, p tekse

n) ([n/2])
\pr2
= > Obiir durumlarda.

Burada [y] simgesi, y sayisinin tam kismini simgelemektedir. Ornegin [7,5] = 7’dir.



