Uc Oyun

Ali Nesin

Birinci Oyun. Oyunumuz en az iki kisi arasinda oynaniyor. Ne iskambil kagidina ne kalem
kagida ne de bir tahtaya gereksinim var bu oyunu oynamak i¢in. Yolda, otobiiste, vapurda,
sinemada, tiyatroda, tarlada, fabrikada, at6lyede, her yerde oynayabilirsiniz.

Biz oyunu iki kisi arasinda oynatacagiz ve aciklamasi kolay olsun diye c¢akil taslar
kullanacagiz. Ama dedigim gibi, bu oyunu oynamak i¢in hicbir gerece gereksinim yok.

Belli bir sayida cakil tas1 koyun ortaya. Her oyuncu sirasi geldiginde bu kiimeden 1, 2 ya da
3 c¢akil tas1 alacak. Oynayamayan, yani yapacak hamle bulamayan ilk oyuncu oyunu kaybeder.
Bir baska deyisle, kiimede ¢akil tagi birakmayan oyuncu oyunu kazanir.

Ornegin, oyunun basinda 4 tas varsa, oyuna baslayan oyuncu oyunu kaybeder. 1 tas alsa,
obiir oyuncu kalan 3 tasi alir. 2 tas alsa Oblir oyuncu kalan 2 tag1 alir. 3 tas alsa, obiir oyuncu
kalan tek tas1 alir. Demek ki 4 tashi oyunda, eger ikinci oyuncu iyi oynarsa, birinci oyuncu oyunu
kaybeder.

6 tasli oyunlar1 — iyi oynarsa — birinci oyuncu kazanir. Obiir oyuncu nasil oynarsa oynasin,
birinci oyuncu hep kazanacak hamleyi bulur. Nasil ni kazanir? Ilk hamlesinde 2 tas alir
kiimeden. Geriye 4 tas kalmistir. Sira ikinci oyuncuda. Ikinci oyuncu 4 tashik bir oyuna
baslayacak ve yukarda gordiigiimiiz gibi oyunu kaybedecek.

Bu yazida su soruyu yanitlayacagiz: Birinci oyuncu kac¢ tash oyunlar1 kazanir? Yani
oyunda kag¢ tas olmalidir ki, ikinci oyuncunun hamleleri ne olursa olsun, birinci oyuncu hep
kazanacak hamleleri bulabilsin'?

Birinci Oyunun Stratejisi. Hemen yanit1 vereyim: Eger kiimedeki tas sayis1 dorde
boliinmiiyorsa oyunu birinci oyuncu (iyi oynarsa elbet) kazanir. Eger kiimedeki tas sayis1 dérde
boliiniiyorsa oyunu ikinci oyuncu (iyi oynarsa) kazanir. Ornegin 25, 26, 27 taslik oyunlar1 birinci
oyuncu kazanir; 24, 28, 32 taslik oyunlariysa ikinci oyuncu kazanir.

Neden? Ve nasil?

Kiimede 1, 2 ya da 3 tas varsa, oyunu oyuna baslayan oyuncu kazanir: taslarin hepsini
birden alir; ortada tas kalmadigindan ikinci oyuncu oynayamaz ve oyunu kaybeder.

Eger kiimede 4 tas varsa, oyuna baslayan oyuncu oyunu kaybedecektir. Ciinkii birinci
oyuncu 8biir oyuncuya ya 1 ya 2 ya da 3 taslik bir oyun sunmak zorundadir. Obiir oyuncu biitiin
taglar1 toplayip kiimede tag birakmayabilir, yani oyunu kazanabilir.

Eger kiimede 5, 6 ya da 7 tas varsa, oyuna baslayan oyuncu oyunu kazanir. Ciinkii bu
oyuncu, gerektigi kadar tas alip, oyunu 4 tashk bir oyuna déniistiirebilir. Obiir oyuncu 4 taslik bir
oyunun birinci oyuncusu olmak zorunda ve yukarda gordiigiimiiz gibi oyunu kaybeder.

Eger kiimede 8 tas varsa, oyuna baslayan oyuncu oyunu 5, 6 ya da 7 taglik bir oyuna
doniistiirmek zorundadir. Obiir oyuncu bu 5, 6 ya da 7 taslik oyunun birinci oyuncusu olacak ve
dolayisiyla — iyi oynayarak — kazanacaktir. Yukarda da acikladigimiz gibi, 6biir oyuncu kendisine
sunulan bu oyunu 4 tash bir oyuna doniistiirecektir (bagka tiirlii oynarsa kaybeder.) Demek ki 8
tagli oyunu birinci oyuncu kaybeder.

Artik oyunu kimin ve nasil kazanacag: belli olmustur sanirim. Oyunda hep doérde boliinen
bir sayida tas birakmaya calisalim. Bunu basarabilirsek oyunu kazaniriz. Ornegin 27 tash bir

' Bu oyunun ¢ok benzeri bir oyundan, [11]’in Matematik ve Korku adli yazisinda sézetmistim.



oyun oynuyorsak ve sira bizdeyse, 3 tas almaliyiz. Eger sira bizde degilse, obiir oyuncunun hata
yapmasin beklemekten baska ¢aremiz yok. Diyelim sira bizdeydi ve 3 tas aldik. Obiir oyuncuya
24 tas kaldi. O oyuncu kag tas alirsa alsin, sira bize geldiginde, oyunu 20 taslik bir oyuna
cevirmeliyiz. Bir sonraki oyunumuzda da oyunu 16 taslik bir oyuna ¢evirmeliyiz. Boyle gide gide
oblir oyuncu ya 12, 8, 4 ve 0 taglik oyunlar kalir.

Eger Oniinlize dorde boliinen sayida tag gelmisse, 1 tas alin ki tag sayis1 fazla azalmasin.
Bdylece 6biir oyuncunun hata yapma olasiligini artirmis olursunuz.

Biraz Sohbet. Bu oyunu ¢oziimlemek i¢in, her hamleden sonra oyunun bir bagka oyuna
doniistiigii olgusunu kullandik. Ornegin 27 tashik bir oyun, bir sonraki hamlede 26, 25 ya da 24
taslik bir oyuna doniisur. Ama 27 taslik oyunun birinci oyuncusu bir sonraki oyunun ikinci
oyuncusu olacaktir.

Eger 4 oyununu oynuyorsak ve sira bizdeyse, yapabilecegimiz hamlelere bakalim. Diyelim
yapabilecegimiz bes hamle var. Her hamlemizden sonra oyun bir bagka oyuna dontisecektir. Bu
oyunlara By, B,, Bs, B, ve Bs oyunlar1 diyelim. Obiir oyuncuya bu oyunlardan birini sunacagiz ve
obiir oyuncu kendisine sunulan bu oyunun birinci oyuncusu olacak. Eger B;, By, B3, B, Bs
oyunlarindan birinde ikinci oyuncu kazaniyorsa, 4 oyununu kazanmak icin, 4 oyununu bu oyuna
dontistiirecek hamleyi yapmaliyiz.

Yukardaki ornekte 4, 27 tashh oyun. Yapabilecegimiz ii¢ hamle var: 1, 2 ya da 3 tas
alabiliriz. By, B, B3 sirasiyla 26, 25 ve 24 tash oyunlar1 simgelesin. B3 oyununda ikinci oyuncu
kazandigindan, 3 tas almaliy1z.

Sihirbazlik kitaplarinda yeni yetme sihirbazlara su 6giit verilir: Bir sihirbazligr iki kez
iistiiste ayn1 topluluk 6niinde yapmayin. “Buna ¢ok benzer bir sihirbazlik daha biliyorum,” deyip
bir bagka sihirbazlik gosterin. Yoksa foyaniz ortaya ¢ikabilir.

Ayni 6giidli ben de verecegim. Bu oyunu birkag kez listiiste ayni kisiyle oynarsaniz, obiir
oyuncu bir siire sonra ydnteminizi anlayabilir. Onun i¢in oyunu degistirin. Ornegin asagidaki
oyunlardan birini 6nerin.

a. Ayni oyun, ama bu kez her oyuncu 1, 2, 3 ya da 4 tas alabilir.

b. Ayn1 oyun, ama bu kez her oyuncu 2, 3 ya da 4 tas alabilir. Bu oyunda 1 tas birakan
oyuncu oyunu kazanir, ¢iinkii 6biir oyuncunun yasal hamlesi kalmamustir.

¢. Ayni oyun, ama bu kez her oyuncu 1, 3 ya da 5 tas alabilir.

¢. Ayn1 oyun, ama bu kez her oyuncu 2, 4 ya da 6 tas alabilir.

d. Ayn1 oyun, ama bu kez her oyuncu 1, 2 ya da 4 tas alabilir.

e. Yukardaki oyunlarin “negatif’ini oynayin. Yani ayni oyun, ama en son tasi alan bu kez
kaybediyor...

e. Bu kez tas ekleyelim. Baslangicta yerde hi¢ tas olmasin. Her iki oyuncu da, sirasi
geldiginde yere 1°den 10’a kadar diledigi kadar tas ekleyebilir. Ornegin yerdeki tas sayisini 100
yapan ilk oyuncu oyunu kazansin...

Soylemeye gerek var mi1? Bu oyunlar1 nermeden dnce nasil kazanacaginizi bulmalisiniz.

Ikinci Oyun. Yukardaki oyun basit geldiyse, kurallar1 biraz zorlastiralim. Oyunu gene iki
kisi arasinda ve gakil taslariyla oynatacagiz. Oyuncular gene ortadaki kiimeden 1, 2 ya da 3 tas
alabilecekler. Gene yapacak hamle bulamayan ilk oyuncu oyunu kaybedecek...

Ancak bir kuralimiz daha var bu kez. Oyuncular bir dnceki oyuncunun aldigi tas kadar tas
alamazlar yerden. Ornegin bir hamlenizde 2 tas almigsaniz, bir sonraki hamlede &biir oyuncu 2



tag alamaz, 1 ya da 3 tas alabilir ancak. Oyuna baslayan oyuncunun bdyle bir kisitlamas1 yoktur
elbet.

Bir 6nceki oyunda oldugu gibi, biitiin taglart aldigimizda oyunu kazaniriz. Ama, 1 tas alarak
kiimede 1 tas biraktigimizda da oyunu kazaniriz. Ciinkii 6biir oyuncu yerdeki o tek tasi alamaz.
Oyunun kurallar1 bu hamleyi engelliyor.

Gene ayn1 soruyu soruyoruz: Bu yeni oyunu hangi oyuncu ve nasil oynayarak kazamr?
Yanit oyunun basindaki tas sayisina gore degisebilir elbet.

Ikinci Oyunun Stratejisi. Bu oyunun da yamiti yukardaki yamit gibi: Tas sayis1 dorde
boliinmiiyorsa oyunu birinci oyuncu kazanir, tas sayis1 dorde bdliiniiyorsa oyunu ikinci oyuncu
kazanir! Ve sasilacak sey, bu oyunun stratejisi de yukardaki oyunun stratejisi gibidir, hatta daha
da kolaydir!

4 tash oyunu birinci oyuncu kaybeder. 1 tas alsa, ikinci oyuncu kalan 3 tas1 alir. 3 tas alsa,
ikinci oyuncu kalan tast alir. 2 tas alsa, ikinci oyuncu 2 tas alamaz ama 1 tas alabilir ve hatta 1 tag
almak zorundadir. Birinci oyuncuya 1 tas kalir. Ama birinci oyuncu bu tas1 alamaz, ¢ilinkii bir
onceki hamlesinde ikinci oyuncu 1 tas almisti. Birinci oyuncu oynayamadigindan oyunu
kaybeder.

Bu oyunda kazanmak i¢in yukardaki stratejinin hemen hemen aynisini uygulamaliy1z.

Diyelim 27 tash bir oyunda birinci oyuncuyuz. Ilk oyundaki gibi 3 tas alalim ve &biir
oyuncuya 24 tas birakalim. Eger Obiir oyuncu 1 tas alirsa 3 tas alalim ve oyunu 20 tasa
indirgeyelim. Eger 6biir oyuncu 3 tas alirsa 1 tas alalim ve oyunu gene 20 tasa indirgeyelim. Peki,
ya Obiir oyuncu 2 tas alip oyunu 22 tasa indirgerse ne yapmaliy1z? Yukardaki oyunu oynasaydik,
biz de 2 tas alip oyunu 20 tasa indirgerdik. Ne yazik ki 2 tag almaya kurallar izin vermiyor. Ya 1
ya 3 tas alacagiz. Ne yapmaliy1z? 1 tag m1 almaliyiz 3 tag mi?

Kag tag alirsak alalim, 6nemli degil. Ciinkii ne oynarsak oynayalim, obiir oyuncu bize dorde
boliinen sayida tas birakamaz: Diyelim 1 tas aldik ve geriye 21 tas kaldi. Obiir oyuncu 1 tas
alamayacagindan oyunu 20 tasa indirgeyemez. Diyelim 3 tas alip oyunu 19 tasa indirgedik. Obiir
oyuncu 3 tag alamayacagindan oyunu 16 tasa indirgeyemez.

Eger bu yontemi uygularsak, her zaman dorde boliinen sayida tas birakamayabiliriz ama,
oblir oyuncunun bize dorde boliinen sayida tas birakmasini engelleriz. Boylece hicbir zaman
dorde boliinen sayida tas gelmez Oniimiize. Dolayisiyla hi¢bir zaman 0 tasli bir oyun devralmayiz
(0 dorde boliiniir!) ve tag yoklugundan oyunu kaybedemeyiz.

Peki, bu yontemle oynayarak, onlimiize 1 tas gelip de bu tas1 alamadigimizdan oyunu
kaybettigimiz olur mu? Olmaz. Neden olmaz? Ciinkii Oniimiize 1 tas gelmisse ve bu tasi
alamiyorsak, bir onceki hamlede Obiir oyuncu kiimeden 1 tas almis demektir. Demek ki bu
oyuncuya 2 tash bir oyun devretmisizdir. Obiir oyuncu bu 2 tas alabilseydi alirdi. Almadigina
gore bir onceki hamlemizde 2 tas almisizdir. Demek ki bir dnceki oyunda oniimiizde 4 tas varmis.
Yani, onlimiize 4 tasli bir oyun sunulmus bir an! Ama Oniimiize dérde bdliinen sayida tas
birakilamayacagini biraz 6nce kanitlamistik. Demek ki boyle de kaybedemeyiz. Demek ki higbir
tiirli kaybedemeyiz. Demek ki bu stratejiyle oyunu kazaniriz.

Sonu¢ olarak hep dorde boliinen bir sayida tas birakmaliyiz. Oyunun kurallart bunu
engelliyorsa, ne yaparsak yapalim énemli degildir.

Bu son dedigim pek dogru degil... Eger Onlimiize gelen oyunun tas sayisi dorde
boliinliyorsa, 2 tas almayalim. Cilinkli 2 tas alirsak, Obiir oyuncunun yanlis yapmasina olanak
yoktur. Ya 1 ya 3 tas alalim.

Bir dnceki oyunun yontemini obiir oyuncu bir iki kez oynadiktan sonra kolayca anlayabilir.
Bu oyunun ydntemini dbiir oyuncunun anlamast daha zordur. Ciinkii oyunun kimi agsamalarinda



ister 1 ister 3 tas alabiliriz. Kimileyin 1, kimileyin 3 tas alarak yontemimizi uzun zaman Gbiir
oyuncudan gizleyebiliriz.

Dogru Yanit1 Nasil Buldum? Bu yaziy1 az kalsin burda kesecektim. Biraz diisiiniince, bu
yaziyr burda kesmenin yalan sdylemek olacagini anladim. Ciinki dogru stratejiyi nasil
buldugumdan, gegtigim siireglerden sdézetmedim.

Yukardaki oyunda hangi oyuncunun nasil oynarsa kazanacagini nasil buldum? Okur,
anlattigimi1 hemen buldugumu saniyorsa yaniliyor. Tereyagindan kil ¢eker gibi olmadi. Gegtigim
asamalar teker teker yazayim:

1. Once oldukga uzun siiren hesaplar yaparak oyunu kimin ve hangi stratejiyle oynayarak
kazanacagimi buldum. Ama buldugum strateji yukardaki gibi yalin degildi. Dogru olmasina
dogruydu ama karmasik bir bi¢imde ifade edilmisti. Stratejinin dogru strateji oldugunun kaniti da
oldukca karmasikti. Hi¢ de glizel bir kanit degildi. Hatta dylesine ¢irkindi ki, bir ara bu yaziy1
yazmaktan vazgecmistim.

2. Buldugum stratejiyi birka¢ kez gézden gecirince stratejiyi daha yalin bir bigimde ifade
edebilecegimi gordiim.

3. Bu yalin ifadeyi gene yalin bir bicimde kanitlamaya c¢alistim. Bu pek zor olmadi ve
yukardaki kanit1 buldum.

Yazimin yukardaki boliimiinde 2 ve 3 sayili asamalarin sonuglarint okudunuz. Birinci
asamayi sizden gizledim. Yani sonucu bulmak icin ¢ektigim giigliikleri gostermedim. Yazinin
bundan sonraki bdliimiinde o ilk agamay1 anlatacagim.

Ancak ilk asamay1 anlatmadan 6nce sunu sdylemeliyim: Birinci asamay1 atlayip dogrudan
ikinci asamaya gecebilen matematikgiler, hatta 6grenciler vardir. Ama bodyle insanlar azinliktadir.
Genellikle matematikgilerin ilk ¢ozlimleri olduk¢a karmasiktir. Matematikg¢iler bulduklar: ilk
¢Oziimii agiklamazlar. Nasil bir ressam tablosuyla birlikte tablosunun eskizlerini sergilemezse, bir
matematike¢i de kanitladig1 teoremle birlikte ontine ¢ikan zorluklar sergilemez. Teoremin en kisa,
en Ozli, en yalin ve en giizel kanitin1 agiklamakla yetinir. Bu kurali bu yazimda bozarak, yazinin
stireginde dogru yanit1 bulmak i¢in gectigim evreleri agiklayacagim. Kendimi yinelememek igin,
yukardaki oyuna benzer bir oyun ele alacagim. Hep birlikte dogru stratejiyi ve bu stratejinin
neden dogru oldugunu bulacagiz.

Uciincii Oyun. Bu oyun da yukardaki oyun gibi, ancak iki oyuncunun pespese aldiklar: tas
sayisimin toplami 4 olamaz. Yani bir oyuncu 1 tas almigsa sonraki oyuncu 3 tas alamaz, 2 tas
almigsa sonraki oyuncu 2 tas alamaz, 3 tas almigssa sonraki oyuncu [ tas alamaz. Hamle
yapamayan oyunu kaybediyor. Oyunu hangi oyuncu nasil oynayarak kazanir?

Uciincii Oyunun Stratejisi. Dogru yanit1 hemen vermeyecegim. Tiirlii giicliiklerden
gectikten sonra hep birlikte bulacagiz.

Baslangicta n tas olan oyunlara 4, oyunu diyelim. 4, oyununu kimin nasil oynayarak
kazandigin1 bulmaya calisiyoruz.

Eger n kiiciik bir say1ysa, yani oyunumuzda az tas varsa, yamt: bulmak zor degil. Ornegin,
Ay, Ay, Az oyunlarini birinci oyuncu biitlin taslar1 alarak kazanir. 44 oyununu da birinci oyuncu
kazanir, hem de ne oynarsa oynasin kazanir. Ote yandan 45 oyununu ikinci oyuncu kazanur.

A, oyununa baslayan oyuncuya Biilent diyelim. 4, oyununun ikinci oyuncusuna da Ihsan
diyelim. Demek ki 41, 4>, A3, A4 oyunlarim Biilent kazanir. A5 oyununuysa ihsan kazanur.



Her oyunun bir degeri olsun. Eger Biilent’in kazanan bir stratejisi varsa oyunun degeri 1
olsun. Biilent’in kazanan bir stratejisi yoksa, yani ihsan’in kazanan bir stratejisi varsa® oyunun
degeri 0 olsun. Bu tanima gore, 4,, A, A3 ve A, oyunlarinin degeri 1°dir. Ote yandan A4s
oyununun degeri 0’dir. 4, oyununun degerini a,’yle simgeleyelim. Dolayisiyla,

61121
a2=1
Cl3:1
Cl4:1
Cl5:0

esitlikleri dogrudur. a, sayilarin1 bulacagiz. Bu degerleri buldugumuzda strateji hemen hemen
kendiliginden belli olacak.

Yukarda, her oyunun, her hamleden sonra bir baska oyuna doniistiiglinii sdylemistik. 4,
oyunu ilk hamleden sonra hangi oyuna doniislir? Diyelim 4,7 oyununda Biilent 1 tas aldi. Simdi
oyunda 26 tas var. Ama bu yeni oyun Ay, oyunu degildir. Ciinkii 4 oyununun birinci
hamlesinde 3 tas alinabilir, oysa 4,7 nin yolagtig1 yeni oyunun ilk hamlesinde 3 tas alinamaz. Bu
yeni oyuna By diyelim. Bys; oyunu Ass oyunu gibi, aralarindaki tek ayrim Bss; oyununda
birinci oyuncunun 3 tas alamayacagi kurali.

A»7 oyununda, Biilent 1 tag alirsa oyunun Bys; oyununa doniistiigiinii sdyledik. Biilent 2 tag
aldiginda ortaya ¢ikan yeni oyuna B»s, diyelim. Ve Biilent 3 tas aldiginda ortaya ¢ikan oyuna
By diyelim. Goriildiigii gibi, ilk say1 oyundaki tas sayisim gosteriyor. ikinci sayiysa o oyuna kag
tag alinarak gelindigini gosteriyor.

Genel olarak, 4, oyununda Biilent 1, 2 ve 3 tas alip Thsan’a sundugu oyunlara sirastyla,

By, Biop Ve By
diyelim. B,; oyunuyla 4, oyunu arasindaki tek ayrim, B, ; oyununda birinci oyuncunun 3 tas
almasini yasaklayan kural.

B,.1 oyununda ilk oyuncu 2 tas alirsa, oyun B, »» oyununa doniisiir elbet.

A, oyununu Biilent nasil kazanabilir? Eger Thsan’a sunacag1

By11,Bian, Biss )
oyunlarindan birinde ikinci oyuncu kazaniyorsa kazanir, yoksa kaybeder. Ornegin B, >
oyununu ikinci oyuncu kazaniyorsa, Biilent, 2 tas alarak 4, oyununu B, ,, oyununa doniistirtir.
Dolayisiyla 4, oyununun degerini (yani a, sayisini) bulmak i¢in B, 1, B, 22 ve B,_33 oyunlariin
degerlerini bulmak gerekir. Bu degerlere sirasiyla b,1.1, b,22, b,33 diyelim. Eger B,,;; oyununu
birinci oyuncu kazaniyorsa, b, ; = 1’dir, yoksa b,,_; ; = 0’dr.

b1, by ve b,z sayilarini kiigiik »’ler icin hesaplamak zor degildir. Ornegin by, = 0°dur,
ciinkii ortada 2 tas vardir ve birinci oyuncu 2 tas alamaz, 1 tas almak zorundadir. ikinci oyuncu
kalan tas1 alarak oyunu kazanir.

n=1,2,3 i¢in bu sayilar1 bulalim:
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n >3 ise bu sayilari nasil bulabiliriz?

? iki oyuncudan birinin kazanan bir stratejisi oldugu [11]’in {igiincii bastmindaki Nim yazisinda kanitlanmustir.



B, oyununun B, ;; ve B, », oyunlarindan birine doniisecegini biliyoruz. (B, 33 oyununa
doniisemez.) Dolayisiyla bu iki oyundan birinde birinci oyuncu kaybediyorsa, B,; oyununu
birinci oyuncu kazanir. Yani b,;’in 1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, b, 11 ve b,22
sayilarindan birinin 0 olmasidir. Bunu cebirsel olarak ifade edersek,

bui=1—=by11by22
esitligini buluruz. (Okur biraz diisiinsiin burda.) b,, b,3 ve a, i¢in de buna benzer esitlikler
bulmak pek zor degildir.
bpy=1=by11bn22
bpa=1=by11bn33
bp3=1—by22bn33
an=1—="by11by22bn33. i
Simdi yukardaki tabloyu n > 3 i¢in siirdiirebiliriz. Ornegin,
' byi=1-b310p=1
esitligini bulabiliriz. Iste tablonun ilk onbes sirast:

1 1 1 0 1
2 1 0 1 1
3 0 1 1 1
4 1 1 1 1
5 0 0 0 0
6 1 1 0 1
7 1 0 1 1
8 0 1 1 1
9 1 1 1 1
10 0 0 0 0
11 1 1 0 1
12 1 0 1 1
13 0 1 1 1
14 1 1 1 1
15 0 0 0 0

Tabloyu daha fazla siirdiirmeye gerek yok ¢iinkii kolayca goriilebilecegi gibi ilk bes sirayla
ikinci bes ve liclincii bes siralar birbirlerinin aynisi. Tablo bdylece sonsuza degin siirer.

Yukardaki tablodan da kolayca anlasilacagi gibi, eger n bese boliinmezse a, = 1, boliiniirse
a, = 0°dir. Yani eger tas sayis1 bese boliinmiiyorsa oyunu Biilent kazanir, boliiniiyorsa Ihsan.

Simdi sira stratejiyi bulmaya geldi.

Diyelim 13 tagh bir oyunun, yani A4;3’in birinci oyuncusuyuz, yani Biilent’iz. a;3 = 1
oldugundan, oyunu iyi oynayarak kazanabilecegimizi biliyoruz. Nasil oynayarak kazanabiliriz?
Bu oyunu By, Bi12, Bios oyunlarindan birine doniistiirebiliriz. Hangisine doniistiirmeliyiz? Bu
lic oyunun degerlerine, yani b1y, bi12, bio3 sayilarina bakalim. Bu sayilardan hangisi 0°dir?
Yalnizca byo3 sayist 0. Dolayisiyla 3 tas alip oyunu Bjo3 oyununa doniistiirelim. Sira Obiir
oyuncuda, yani Ihsan’da. Obiir oyuncu ne oynarsa oynasin, oyunu kazanabilecegimizi biliyoruz.
Diyelim 6biir oyuncu 1 tas alarak oyunu By; oyununa doniistiirdii. Biz simdi ya 2 ya 3 tas
alabiliriz. 2 tas alirsak oyunu B7,’e, 3 tas alirsak Bg3’e doniistiiriiriiz. Bu oyunlarin degerleri olan
b7, ve bes sayilarina bakalim. Bu iki sayidan hangisi 0°dir? Her ikisi de. Demek ki ister 2 tas



alabiliriz, ister 3. Her iki durumda da oyunu iyi oynayarak kazaniriz. Oyunu bdyle oynarsak
sonunda kazaniriz.

Sanirim strateji belli olmustur. Stratejimizi matematiksel olarak ifade edelim. Bunun i¢in
yukardaki tablonun birkag satirin1 genellesmis olarak yazalim:

= 0 1 1 1
51 1 1 1 1
Sk 0 0 0 0
sk+1 | 1 1 0 1
sk+2 | 1 0 1 1
skt3 | 0 1 1 1
sk+4 | 1 1 1 1

Eger oniimiizde 5k tagh bir oyun varsa ve oynama sirasi bizdeyse, ne oynarsak oynayalim,
oblir oyuncu iyi oynarsa kaybedecegimizi biliyoruz. Bu durumda kazanan bir strateji yoktur.

Diyelim 6niimiizde 5k + 1°lik bir oyun var. Eger Bs;+1,; oyunundaysak 1 tas almaliy1z. Eger
Bsii12 oyunundaysak gene 1 tas almaliyiz. Her iki durumda da oyunu 5k’lik bir oyuna
doniistiirdiik. Eger Bsir13 oyunundaysak oyunu Obiir oyuncu 1yl oynayarak kazanabilir.
Dolayisiyla bu durumda kazanan strateji yoktur.

Okur, 5k + 2 ve 5k + 3’liikk oyunlara bakarsa, bu oyunlarda da 5k tag birakmasi gerektigini
anlayacaktir.

S5k + 4 tash oyunlarda istedigimizi oynayabiliriz! Ne oynarsak oynayalim oyunu
kazanabiliriz.

Gortldigi gibi obiir oyuncuya hep bese boliinen sayida tas birakmaliyiz. Eger bese
boliinen sayida tas birakamiyorsak, ne yaptigimiz 6nemli degildir pek.

Oniiniize gelen oyunun tas sayisi bese béliiniiyorsa, tek umudunuz 6biir oyuncunun bir
yanlis yapmasi. Obiir oyuncunun yanlis yapmasina olanak tanimak igin 1 tas almayin, ¢iinkii 1 tas
alirsaniz, obiir oyuncunun her hamlesi dogru hamle olacaktir. Bu durumda ya 2 ya 3 tag alin.
Alabilirseniz 2 tas alin ki oyundaki tas sayis1 ¢ok azalmasin ve Obiir oyuncunun yanlis yapma
olasiligr artsin.

Bu asamadan sonra bu stratejinin neden dogru oldugunu yalin bir bigimde agiklamak
gerekiyor. Bunu okura birakiyorum.



