Yakinsamak
Ali Nesin

en dnemli kavramlarindan birine (limit kavramina) deginecegiz.
Aslinda okur anlatacagim kavrami sezgisel olarak biliyordur. Dolayisiyla, bu
yaziy1 anlamak daha sonraki yazilar1 anlamak i¢in bir 6nkosul degildir.
0’la 1 arasinda herhangi bir say1 alalim. Diyelim 0,9°u aldik. Bu sayiyr kendisiyle tekrar
tekrar ¢arpalim (hesap makinasi yararl olabilir!):

B u yazida, ilerde sik sik kullanacagimiz bir olguyu tanimlayacagiz ve matematigin

0,9' 0,9

0,9° 0,81

0,9° 0,729

0,9* 0,6561

0,9° 0,59049

0,9° 0,531441

0,9’ 0,4782969

0,9° 0,43046721

0,9° 0,387420489

0,9'° 0,348678440
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0,9" 0,205891132.
20 -

0,9 0,121576654.

0,9% 0,071789798.

0,9% 0,042391158.

0,9% 0,025031555.

0,9% 0,014780882.

0,9 0,008727963.

0,9% 0,005153775.

0,9% 0,00179701...

0,9” 0,000626578.

0,9% 0,000218474.

0,9% 0,000076177.

0,9' 0,000026561.
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Gordiigiimiiz gibi sayilar hep kiigiiliiyorlar.

Acaba 0,9°un gii¢lerini diledigimiz kadar kiigiiltebilir miyiz?

Ornegin, yukarda da goriildiigii iizere 0,001’in altina indik:

0,9"°=0,000626578... < 0,001
0,0001’in de altina indik:
0,9”"=0,000076177... < 0,0001
Dilersek 0,00001 ve 0,000001’in de altina inebiliriz:
0,9'' = 0,000009261... < 0,00001
0,9"** = 0,000000912... < 0,000001.

Sifira hi¢ ulasamayiz ama sifira diledigimiz kadar yaklasabiliriz. Bu yazida bunu
kanitlayacagiz'.

Ote yandan —1’e diledigimiz kadar yaklasamayiz, drnegin —0,5’un altina inemeyiz, 0’1n
altma bile inemeyiz. Kiigiilen bu sayilar —1’e elbet yaklagirlar, ama diledigimiz kadar
yaklagsmazlar, —1’le aralarindaki uzaklik 1’den fazladir hep.

Diyelim ¢ ¢ok kiigiik pozitif bir say1, 6rnegin 0,000000000001, hatta daha da kiigiik, ama 0
degil... Oyle bir n tamsayis1 bulabiliriz ki, 0,9" sayis1 £*dan kiigiiktiir. ..

Bu dedigim yalnizca 0,9 sayisi i¢in degil, 0’la 1 arasindaki herhangi bir say1 i¢in gecerlidir:

Teorem 1. 7, 0’la 1 arasinda herhangi bir sayi olsun: 0 < r < 1. & 0’dan biiyiik hangi say:
olursa olsun, 6yle bir n tamsayist vardir ki, ¥ < ¢ esitsizligi gecerlidir. Yani, n’yi yeterince biiyiik
secersek, " sayilarim diledigimiz kadar kiigiiltebiliriz.

Omegin » = 0,9 ve & = 0,00001 ise, yukarda gordiigiimiiz iizere, n’yi 110, hatta 110’dan
biiyiik herhangi bir tamsayi alabiliriz.

Teoremin kanitina basliyorum.

Kamt: », 0 < r < 1 esitsizliklerini saglayan bir say1 olsun. € da 0’dan biiylik herhangi bir
say1 olsun. " < ¢ esitsizligini saglayan bir n tamsayisi artyorum. Bakalim bulabilecek miyim?
Aradigim n tamsayisini yavas yavas bulacagim. Once bir 6nsav:

Onsav. s > — 1 herhangi bir saytysa ve n herhangi bir dogal sayiysa, (1 + s)' > 1 + ns
esitsizligi gecerlidir.

Onsav’in Kamti: s > —1 herhangi bir say1 olsun.

Onsavi, n iizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. Yani, onsavin énce n = 0 icin gecerli
oldugunu kanitlayacagiz; arkasindan, onsavin herhangi bir » dogal sayisi i¢in gegerli oldugunu
varsaylp, bir sanraki dogal say1 olan n + 1 igin gegerli oldugunu kamtlayacagiz’.

Eger n=01ise, 1 +s> 0 oldugundan,

1+s)'=(1+s)"=1=1+0s=1+ns
dir. Dolayisiyla, n = 0 ise onsav dogrudur.

! Merakl1 okur, bu olguyu kendi basina, yazinin devamini okumadan kanitlamaya ¢alismali. Basaramayabilir. Onemli
degil! Kamit1 daha kolay anlayacaktir.
% Tiimevarimla kamt yontemi, Sonsuz Inis ve Sonsuz Cikis adl1 yazida ayrintilariyla agiklanmistir.



Simdi 6nsavin n dogal sayis1 i¢in gegerli oldugunu varsayalim ve 6nsavi bir sonraki dogal
say1 olan n + 1 i¢in kanitlayalim. Yani,
(1+s)"21+ns
esitsizligini dogru varsayip,
1+ 21+ nt+)s
esitsizligini kanitlayalim. Basliyoruz:
(1+s)"" = (14s5)"(14s) = (1+ns)(1+s) = 1+ (n+1)s + ns* = 1 + (n+1)s.

Kanitimiz bitmistir. (ilk esitsizlikte tiimevarim varsayimi olan (1+s)" > 1+ns esitsizligini ve

1+s > 0 esitsizligini kullandik.) [

Teorem 1’in Kamiti: Simdi teoremimizi kanitlayabiliriz.

r, 0’la 1 arasinda bir say1 olsun, yani 0 <r <1 esitsizligi saglansin.
€, 0’dan biiyiik herhangi bir say1 olsun.

" < g esitsizligini saglayan bir n dogal sayis1 bulacagiz.

Birkag say1 tanimlayalim:

—r oy
os="_" olsun. s pozitif bir sayidir.

e m, 1/s’den biiyiik bir tamsay1 olsun, yani ms > 1 esitsizligi dogru olsun.

o k, € 2 1/k esitsizligini saglayan bir dogal say1 olsun. Boyle bir & dogal sayis1 vardir elbet.
Ornegin, € = 0,0000375 ise, £’ y1 100.000 alabiliriz.

e n = (k— 1)m olsun.

Simdi bakalim her sey yolunda mi:

1 1 1 1 1
= n = = = <
(1/r) (r-i- !i —r))n (1 N 1 ;rjn (1+5s)" (1 + ns)
= I < | 1.
(1 +(=Dms) - (1+ (k1) k=%

Evet, her sey yolundayms®. Diledigimizi kanitladik. [

Matematikte bu soyle dile getirilir: n sonsuza gittiginde, /" say1 dizisi 0’a yakinsar®. Ve
soyle yazilir:
lim, .7 =0.
Yani aslinda asagidaki teoremi kanitladik:

Teorem 2. Eger 0 <r<1ise, lim, o 7" =0"dw. [

Bir baska say1 dizisine bakalim: 1/2, 1/3, 1/4, 1/5,... Bu say1 dizisi de 0’a yakinsar. Ornegin,
1.000.001’inci terim 0,000001’in altina girer. Genel olarak pozitif bir € sayisinin altina girebilir
miyiz? Evet! Eger n, 1/¢‘dan biiyiik bir tamsayiysa (ki dyle bir tamsay1 vardir elbet), 1/n, € ‘dan
kiigiik olur. Asagidaki teoremi kanitladik:

* Bu esitsizliklerde sayilarin tanimlarmi ve 6nsavi kullandik.
* Tam matematiksel tanim soyledir: Eger her & > 0 igin, |am 1| <¢ esitsizliginin her m > n i¢in saglandig bir n
sayis1 varsa, (a,), say1 dizisi £’ye yakinsar denir.



Teorem 3. lim , ,, 1/n=0.

1/n dizisi 0’a yakinsadigindan, 1/n°, 1/n! gibi diziler de 0’a yakinsarlar ¢iinkii bu sayilar
1/n’den daha kiiciiktiirler’.

Teorem 4. lim ,, , ., 1/n°>=1im , ., 1/n! =0. ]

5 Eger n pozitif bir dogal sayiysa, n! sayisi 1 x 2 x ... x n olarak tanimlanir. Omegin, 1I'=1,21=231=6,4! =
24°tiir. 0! sayisi, ayrica, 1 olarak tanimlanir.



