Yamti1 Bilinmeyen Bir Soru
Ali Nesin

Once yanmitin1 diinyada kimsenin bilmedigi bir soru soracagim, sonra yanitini diinyada
kimsenin bilmedigi bu soru {izerine birkag kolay soru yanitlayacagim.

Herhangi bir pozitif dogal say1 alalim, diyelim p. Ilerde p’yi asal alacagiz ama simdilik
p’nin asalliginin 6nemi yok.

Once bir tamm: F, = {0, 1,2, ..., p — 1} olsun.

Demek ki p’den kiigiik p dogal sayidan olusan F, kiimesinin tam p 6gesi var.

F, kiimesinden iki say1 soyle toplanir (ve garpilir): O iki sayiy1r bildigimiz gibi toplariz
(carpariz), sonra o toplami (carpimi) p’ye bolip kalanina bakariz. Bu kalan da F,
kiimesindedir.

Ornegin p =7 ise,

2+3=5
3+4=0
3+5=1
4+4=1
5+6=4
2x3=6
3x5=1
4x6=3.

Ornegin, 3 x 5 =1, ¢iinkii 15’i 7°ye bolersek geriye 1 kalir.
Bir bagka 6rnek: p = 11 ise,
6+6=1
8+9=6
4+6=10
546=0
4x6=2
8x9=6
10x10=1.
Son bir 6rnek daha: p =12 ise,
3x4=0
2x6=0
4%x6=0.
F, kiimesinde ¢ikarma da yapilabilir. Ornegin, p = 13 ise,
-1=12
-2=11
-3=10
—4=9
-5=8
—-6=17.
Dolayisiyla,
6-7=-1=12
3-9=-6=7
2-12=-10=3.

Soru su:
Oyle bir asal p ve F,’nin dyle bir 4 altkiimesini bulun ki,



l. 0gA.

2. A’dan her iki saymin ¢arpimi yine 4’da olsun, yani 4 ¢arpma altinda kapali olsun;
simgesel deyisle A4 < A4 olsun.

3. F,’nin 0 olmayan her x sayis1 i¢in, 4 kiimesinde, x = a — b esitligini saglayan bir ve
bir tek (a, D) ¢ifti olsun. Simgesel deyisle, F, =4 — 4 ve A’'nina, b, ¢, d 6geleria—b=c—d
esitligini sagliyorsa, a = ¢ ve b = d olsun.

Bu kosullar1 saglayan {i¢ asal say1 biliniyor: p =3, 7 ve 73.

Birinci Ornek: p =3, F,= {0, 1,2} ve 4 = {1, 2}. O zaman,
1=2-1
2=1-2.
Sagdaki sayilarin 4’da olduklarina dikkatinizi ¢ekerim. Ayni zamanda, 4 ¢arpma islemi
altinda kapal1.

ikinci Ornek: p=7,F,={0,1,2,,3,4,5,6},4={1,2,4}. O zaman,

=2-1
2=4-2
3=4-1
4=1-4
5=2-4
6=1-2

Sagdaki sayilarin A4’da olduklarina ve A4’nin ¢arpma altinda kapali olduguna yine
dikkatinizi ¢ekerim.

Ugiincii Ornek: p = 73, F, = {1, 2,3, ..., 72}, 4 = {1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 55, 37}. O
zaman,

5=37-32
7=8-1
9=64-55
10=1-64
11=2-64
vb.

Bu ¢ asaldan baska, yukardaki kosullar1 saglayan bir 4’nin oldugu bir asal bilinmiyor.
Belki de bu kosullar1 saglayan bir baska asal say1 yoktur.

Bu soruyu yanitlayabilirseniz diinyaca iinlii bir matematikg¢i olursunuz.

Sorunun (projektif) geometriyle ilgisi var, ister inanin ister inanmayin.

Her ii¢ 6rnekte de, 4 kiimesi 2 ve 2’nin iislerinden olusuyor. Ornegin, p = 73 oldugunda,
kolayca hesaplanabilecegi lizere,

A=1{2°2" 222 2% 2°, 20,27 2% = {1,2, 4,8, 16,32, 64,55, 37}.

Eger p, yukardaki kosullar1 saglayan bir 4 kiimesinin oldugu bir asalsa, asagidaki savlari

kanitlayalim:

Birinci Sav: p = |A ‘ o |A ‘ + 1. (Burada ‘A , A’nin eleman sayis1 anlamina gelir.)

Kamt: 4%, A’nin (a, b) ¢iftleri kiimesi olsun. Yani 4> = {(a, b) : a, b € A} olsun. 4*
kiimesinin ‘A | 2 tane elemam vardir.

8(4%) de, A% kiimesinin “carprazi” olsun. Yani 8(4°) = {(a, a) : a € A} olsun. (4%
kiimesinin ‘A| tane elemani vardir.



Dolayisiyla, A%\ 6(A2) kiimesinin, yani {(a, b) : a, b € A ve a # b} kiimesinin ‘A | 2_ ‘A |
tane elemani vardir.

F, \ {0} kiimesi, F,’nin 0 olmayan elemanlar1 olsun. Bu kiimenin p — 1 tane elemani
vardir.

F,’nin 0 olmayan her x say1s1 i¢in, 4 kiimesinde, x = a — b esitligini saglayan bir ve bir tek
(a, b) cifti olduguna gore,

fla,b)y=a—->b

olarak tanimlanan f: 4%\ 8(4%) — F, \ {0} gondermesi (fonksiyonu) birebir ve ortendir, yani
bir eslemedir. Dolayisiyla A% \ 8(4%) ve F, \ {O}kiimelerinin eleman sayis1 birbirine esittir.
Demek ki |4|%- [4] = p — 1 esitligi gegerlidir. Bu da asag1 yukar1 kanitlamak istedigimiz
esitlik.

Ikinci Sav: 1 € 4.
Kamt: 4 kiimesinden herhangi bir eleman alalim, bu elemana a diyelim. F, kiimesi sonlu
oldugundan, F, kiimesinin s
a,a’,a,d,..
elemanlar1 hepsi birbirinden degisik olamaz. Demek ki a” = @™ esitligini saglayan birbirinden
degisik n ve m dogal sayilar1 var. Eger n > m ise, bu esitlikten a" = " = 1 esitligi ¢ikar. 4

kiimesi ¢arpma altinda kapali oldugundan, "~ " sayisi, yani 1, 4 kiimesindedir.

Uciincii Sav: Eger x ¢ F,\ {0} ise, F, \ {0} kiimesinde xy = 1 esitligini saglayan bir y
elemani vardir.
Kamt: F, kiimesi sonlu oldugundan, F, kﬁmgsir}‘in
X, X, X7, X, .
elemanlar1 hepsi birbirinden degisik olamaz. Demek ki x" = x™ esitligini saglayan birbirinden
degisik n ve m dogal sayilari var. Eger n > m ise, bu esitlikten x" " = 1 esitligi ¢ikar. Simdi, y
=x""""!istedigimiz esitligi saglar.
Dordiincii Sav: 2 € 4.
Kanit: a, b elemanlari, 1 = a — b esitligini saglayan 4’nin elemanlar1 olsun. Her iki tarafi
da b™' elemantyla ¢arpalim: 5" = ab™' — 1. Bu son esitlikten, 1 = ab' — ™' ¢ikar. Demek ki,
l=a-b
l=ab' - b
Dolayisiyla a = ab™', yani b= 1. Bundan da a = 2 ¢ikar. Demek ki 2 € A.

A kiimesi ¢arpma altinda kapali oldugundan, yukardaki savdan, 2, 4, 8, 16,... sayilarinin da
A’da olduklar1 anlasilir.

Besinci Sav: 3 ¢ 4.
Kamt: Eger 3 € 4 ise, o zaman, 2 =4 — 2 ve 2 = 3 — 1 esitliklerinden, 4 = 3 ¢ikar, yani 1
=0, bu imkansizdir. Demek ki 3 € A4.

Altinc1 Sav: Egerp =3 ise 5 ¢ A.
Kanit: Diyelim 5 € 4. O zaman, 4 =5 — 1 ve 4 = 8 — 4 esitliklerinden, 5 = 8 ¢ikar, yani 3
=0, yani p = 3. Oysa, varsayima gore p # 3. Demek ki 5 ¢ 4.

Savlar1 (ve kanitlar1) ¢ogaltmayi size birakiyorum.



