Yoksulun Kazanabildigi Bir Oyun

Ali Nesin

u yazida yoksulu kazandiracagiz. Kiigiik bir olasilikla da olsa, yoksul
kazanabilecek.

Oyunu aciklamadan o©nce, Sonlu Oyunlar adli yazimizdaki oyunu
animsayalim:

Iki oyuncu yazi-tura oynuyorlar. Ilk yazi-tura atisinda ortaya 1 lira siiriiliiyor.
Oyunculardan biri, diyelim birinci oyuncu, kaybettikce ortaya koydugu parayi arttiriyor, bir
onceki atista kaybettiginin iki katin1 koyuyor. Kazandigindaysa ortaya 1 lira koyuyor.

Ornegin birinci oyuncu ilk atista kaybederse, ikinci atista ortaya 2 lira siiriiyor. Ikinci atista
da kaybederse, ligiincii atista ortaya 4 lira siirliyor. Yine kaybederse 8 lira siirliyor... Kazanana
degin bu boyle devam ediyor. Kazandiginda gene 1 lira ortaya siiriiyor. Birinci oyuncu
stratejisine devam edebildik¢e devam ediyor. Devam edemediginde, yani cebinde yeterli parasi
kalmadiginda, oyun bitiyor.

Sonlu Oyunlar yazisinda, iki oyuncunun da sonlu parasi oldugunda bu oyunun uygulamada
kesinlikle bitecegini kanitlamistik.

Ayni oyunu oynayacagiz. Ancak bu kez ikinci oyuncunun sonsuz parast oldugunu
varsayacagiz (zengin oyuncu.) Birinci oyuncununsa yalnizca 1 lirasi var (yoksul oyuncu.)
Yoksul, birinci oyuncu ve yukarda agikladigimiz stratejiyle oynuyor. Eger stratejisini
stirdiiremezse oyun bitiyor; oyun daha dnce bitemez.

Zenginin parasi hi¢ bitmediginden, zenginin bu oyunu kaybetme olasilig1 yoktur.

Daha ilk yazi-tura atisinda yoksul kaybederse, yoksul cebindeki tek lirayr kaybeder ve oyun
hemen biter. Dolayisiyla en az 1/2 olasilikla yoksul oyunu kaybedecektir.

Yoksulun oyundan bes parasiz kalkma olasiligini1 bulamadim. Yazinin sonunda bu olasilig1
bulmak i¢in hesaplanmas1 gereken bir sonsuz toplami verecegim.

Yoksul ilk atista kazanip ikinci atista kaybederse ne olur? Oyun gene biter, ama bu kez
yoksulun cebinde 1 liras1 vardir. Yani yoksul “tapi” kalkar. Ciinkii, yoksul, birinci yazi-tura
atisinda kazanmustir, dolayisiyla ikinci atistan hemen 6nce cebinde 2 liras1 vardir. Ikinci atista
kaybettiginde yalnizca 1 lirast kalmustir. Ugiincii atis igin ortaya 2 lira koymasi gerekmektedir
ama 2 liras1 yoktur.

Demek ki en az 1/4 olasilikla yoksul oyundan ne kazangli ne de zararli kalkar. Yoksulun
oyundan ne kazangli ne de zararli kalkma olasiligin1 da bulamadim.

Yoksulun Sans1 bashkl yazidaki oyunun tersine bu oyunda yoksul kazanabilir. Oyle bir an
gelebilir ki, yoksulun cebinde 1 liradan fazla para olmasina karsin, yoksul stratejisini siirdiiremez
(yani oyun biter.) Ornegin, yoksul ilk dort atista kazanir da sonraki iki atista kaybederse yoksulun
cebinde 2 lira olmasina karsin oyun biter.

Demek ki en az 1/2° = 1/64 olasilikla yoksul oyundan kazanch ayrilir.

Yoksulun oyundan & lira kazangh kalkma olasiligin1 da bilmiyorum'.

' Bu hesaplayamadigim olasiliklarm yaklasik hesaplanabilmesi igin gereken malzeme bu yazida vardir. Dileyen okur
bu sayilan yaklasik hesaplayabilir. Bu tam olarak hesaplayamadigim olasiliklar heniiz ad verilmemis sayilar da
olabilirler. S6zciik sayimiz sonsuz ama ancak sayilabilir sonsuzlukta. Gergel (reel) sayilarsa sayllamaz sonsuzlukta.
Dolayisiyla her sayrya ad veremeyiz. Onemli buldugumuz sayilara ad veririz. Ornegin © 6nemli oldugundan n’ye bir
ad verilmistir: 7. 7’nin karesinin ve karekokiiniin de adlari vardir: n° ve Vr. Tam olarak hesaplayamadigim bu ii¢
olasiliga daha dnce bir ad verilmis midir bilmiyorum. Verilmemisse hi¢bir zaman tam olarak hesaplayamayiz. Nasil
m’'nin ka¢ oldugunu hicbir zaman tam olarak bilemeyeceksek ve ancak adimi sdyleyerek m’nin kimligini



Bu oyun sonsuza dek siirebilir, 6rnegin fakir hep kazanirsa... Ama gorecegiz ki oyunun
sonsuza dek siirebilme olasiligr 0’dir. Bunu kanitlayabildim! Dolayisiyla oyun %100 (yani 1)
olasilikla biter. Demek ki oyun kuramsal olarak sonsuza dek siirebilse bile, uygulamada sonlu
sayida yazi-tura atigindan sonra biter®. Bu yazida iste bu sonucu kamtlayacagiz.

Oyunun ilk anlarda alabilecegi durumlar1 gdsteren bir sema cizecegiz. Once oyunun
alabilecegi durumlarini saptayalim. Oyunun her durumunu iki sayiyla gosterebiliriz. Birinci say1
yoksulun cebindeki para olsun; ikinci sayiysa bir sonraki atis i¢in ortaya siiriilen (daha dogrusu
yoksulun ortaya siirmesi gereken) para olsun. Ikinci say1 hep 2’nin iistleri olmak zorunda, 1, 2, 4,
8, 16 gibi.

Oyunun en basindaki durum (1,1) durumu. Cunkii, yoksul oyuna 1 lirayla basliyor ve ilk
atigta ortaya 1 lira siiriiyor. Bu durumda yoksul kazanirsa oyun (2,1) durumuna gececek,
kaybederse de (0,2) durumuna (ve oyun bitecek.)

(2,1) durumundan sonra oyun ya (1,2) durumuna ya da (3,1) durumuna erisir. Birinci sikta
oyun biter, ikinci sikta siirer.

Eger bir durumdan sonra oyun bitmemigse, oyun iki durumdan birini alir: yoksul o atista ya
kazanmistir ya da kaybetmistir. Iste oyunun ilk birkag yazi-tura atisinda alabilecegi durumlar:

(Gri karelerde oyun bitmistir. Sola giden oklar kaybettigimizi, saga giden oklarsa
kazandigimiz1 gosteriyorlar.)

belirtebiliyorsak, bu sayilar1 da hicbir zaman bilemeyebiliriz, hatta daha dnceden adi konmus sayilarla arasinda
cebirsel bir bagmti bile olmayabilir. Ozet olarak demek istedigim, bu sayilarn tam olarak hesaplanamayabilecekleri.
Bu baglamda akla gelen ilk soru su: Hesaplayamadigim olasiliklar kesirli sayilar midir? Sanmiyorum.

% Bu oyunun 1 olasilikla bitmesi yoksulun cebindeki paraya bagl degildir. Asagidaki semadan da anlasilacag: iizere,
yoksulun cebinde 1 lira oldugunda oyun 1 olasilikla biterse, yoksulun cebinde kag para olursa olsun oyun gene 1
olasilikla biter.



Yukarda da dedigimiz gibi oyunun sonsuza degin siirme olasiliginin 0 oldugunu
kanitlayacagiz. (n,2") durumuna gelme olasiligina p(n,2") diyelim. Ornegin,

p(l 1
1)
p(0 =12
2)
pQ2 12
1)
p(1 o 1/4
2)
p3 : 1/4
1)
pQ2 = 1/8
2)
p4 : 1/8+1/16 =3/16
1)
p(0 = 1/16
4)
pQ@3 = 1/16 +1/32=13/32
2)
p(Ss = 1/16 + 2/32 + 1/64 =
,1) 9/64

Oyunun sonsuza gidebilmesi i¢in biitiin (n,1) durumlarina ulasilmalidir. Bu, semadan
kolayca anlasiliyor. Demek ki oyunun sonsuza dek siirebilme olasiligi, p(n,1) dizisinin n sonsuza
gittiginde aldig1 degerdir. Dolayistyla,

lim, o p(n,1)
sayisin1 hesaplamamiz gerekiyor. Bu saymin 0 oldugunu goérecegiz.

Bu limitin sifir oldugunu kanitlamak i¢in, asagidaki esitligi bulmak yeterlidir:

lim, -, » p(2"-1,1)=0. (*)

Bu son esitligi kanitlamak daha kolay olacak.

Once p(n,2) sayilarim bulmak istiyoruz. Bunun igin biraz matematik yapmaliyiz. Okurun,
yapacagimiz matematigi daha iyi anlamasi icin, sik sik yukardaki semaya bakmasi gerekecektir.

Ilk olarak, eger k > 0 ise,

p(n,2") = p(nt2"1 2712 (1)

esitligine dikkatinizi ¢ekerim. Ciinkii, eger k > 0 ise, 2" > 1 dir, yani oyuncumuz 1’den biiyiik

bir para ortaya siirmektedir; dolayisiyla (7,2*) durumuna gelmenin bir tek yolu vardir, o da bir

6nceki oyunda kaybetmis olmak. Bir énceki oyunun durumu ne olabilir? (7,2") durumunda ortaya

2F koydugumuza gore, bir onceki oyunda ortaya 2°' koymusuzdur (ve kaybetmisizdir.)

Dolayisiyla (1,2) durumuna ancak (n+2°'2"") durumundan gegilebilir. (1) esitligi iste bu
yiizden gecerlidir.

Eger k> 1 ise, (1) esitliginde k yerine k1 ve n yerine n + 2" koyabiliriz ve

P28 261y = pr2t 14042 262y
esitligini elde ederiz. Bu son esitligi (1)’in sag tarafina yerlestirerek,
p(n, 2% = p(n+2""1+252 2524
esitligini elde ederiz. Bunu bdylece stirdiiriirsek,
p(n.2" = p(n+2"+ 22+ +2+1,1)2%



esitligi elde edilir. Bu esitlikteki 2°'+2* 2+, +2+1 sayis1 21 sayisina esit oldugundan, eger k
> 0 ise, ppppp niye k > 07??
p(n,2") = p(r+21,1)/2" @)
esitligi gecerlidir.

(2) esitliginden, p(n,2") sayilarmi bulmak igin, p(n,1) sayilarii bulmamiz gerektigi
anlagiliyor. Bu sayilart bulalim. (n,1) durumuna ancak kazanarak gelinir. Yani (n—1,1), (n-2,2),
(n—4,4) gibi durumlardan. Dolayisiyla, p(n,1) sayisi,

p(n—1,1)/2, p(n-2,2)/2, p(n—4,4)/2,...
sayilarinin toplanudir. Yani, bir & igin, p(n—2¥,2%)/2 bigiminde yazilabilen sayilarm toplamudir.
(2) esitligi,
p(n=2"25 = p(n-1,1)/2*
esitligini verdiginden, p(n,1) sayisinin p(n—l,l)/Zk+1 sayilarinin toplami oldugu anlasilir. Ama
buradaki ksayilar1 n—2* > 2* kosulunu, yani 2*"' < n kosulunu saglamalidir, iinkii aksi halde (n—
2k,2k) durumunda oyun bitmistir ve bu durumdan (n,1) durumuna geg¢ilmez. k(n), 2 < n

esitsizligini saglayan ksayilarinin en biiyiigii olsun. Demek ki,
k(n) k(n)

pn)= > p(n-11)/2* =pn—-1,1) > 1/2*

k=1 k=1
=p(n—1, 1)(1 = 1/25)
Bu esitligi n — 1 kez kullanarak,

pe.1)=p(1,1) [T(1-1/2"7)
i=2
buluruz. Ama p(1,1) = 1. Demek ki,

pn,l)=[Ja-1/2%") 3)
=2
Burada n yerine 2" — 1 alirsak,
2" -1
p"-1,1) = [J(-1/2%) 4)
i=2

buluruz. Simdi & herhangi bir dogal say1 olsun. Hangi i sayilart icin k(i) = k esitliginin dogru
oldugunu bulalim. i, k(i) = k esitligini saglayan bir say1 olsun. k sayis1, 2" < i esitsizligini saglayan
sayilarin en biiyiigii oldugundan, 2* < i < 2! esitsizligi gecerlidir. Ve bunun tersi de dogrudur:
eger 2 < i < 2"V ise, k(i) = k esitligi gecerlidir. Bu esitsizlikleri saglayan kag tane i sayisi vardir?
Biraz diisiinme, 2" tane oldugunu gosterir. (4) esitliginin sagindaki carpilacak terimler bu 2* tane i
sayis1 i¢in birbirlerine esittirler. Dolayisiyla (4) esitligini,

p(2-1,1)= ﬁ(1—1/2k)2" (5)
k=1

olarak yazabiliriz. Bu esitligi kullanarak p(2"-1,1) sayilarimin n sonsuza gittiginde sifira
yakinsadiklarint  kanitlayacagiz. Bunun i¢in konumuzdan biraz uzaklasip iki Onsav
kanitlayacagiz:

Onsav 1. Eger 0 < x < 1 ise ve n > 0 bir dogal sayiysa,

—1
1-x)"<1 —nx+ﬂnz—2x2.



Kamit: Eger n = 1 ise 0nsav elbette dogru. Simdi 6nsavin 7 i¢in dogru oldugunu varsayip n
+ 1 i¢in kanitlayalim. Demek ki,
(1-x)"<1 —nx+ﬂnz_—12x2
esitsizligini biliyoruz, daha dogrusu bildigimizi varsayityoruz. Aym esitligi n yerine n+1 i¢in,
yani
(1—x)"""<1—mtx+ Lglmxz
esitsizligini kanitlamaya ¢alisacagiz. Her iki tarafi da 1 —x ile ¢arpalim, 0 < 1 — x oldugundan,
A=) <1 —nx+ ﬂ”z;llﬁ)(l —X)
elde ederiz. Ustteki esitligin sag tarafin1 acacak olursak,

+1 +1

buluruz. x > 0 oldugundan, yukardaki son terimi atip,
+1
(A=x)""<1-(m+I)x +ﬂ”2—2x2
_ clde ederiz. Demek ki 6nsav n+1 i¢in dogru. Tiimevarimla 6nsav her dogal say1 i¢in dogrudur.
Onsavimiz kanitlanmstir.

Onsav 2. k> 1ise, (1-1/2%)% <172,

Kamt: Ustteki nsavda x = 1/2" ve n = 28— 1 alalim. -
2°(2"-1
(1-1/25)2" <1 -2K1/2h +42—2 (1/2%%
elde ederiz. Esitsizligin sag tarafindaki ilk iki terim sadelesir. En sagdaki terimi hesaplayalim:

2etn 21 1 1 1
22k+1 - 2k+l _2 _Em 2

Ikinci 6nsav da kan1tlanm1§t1r3.

Simdi (5)’teki sayilarin sifira yakisadigini kanitlayabiliriz. Ikinci 6nsavi ve (5) esitligini
kullanarak,

p(2"-1,1) < 172"
buluruz. n sonsuza gittiginde sagdaki terimler 0’a yakmsadigindan, p(2"',1) sayilar1 da sifira
yakinsar. Demek ki oyunun sonsuza dek siirme olasilig1 0’dir ve oyun 1 olasilikla biter.

kOyundan yoksulun zararli (yani 0 lirayla) kalkma olasilig1 nedir? Bu olasilig1 bulmak i¢in
p(0,2") sayilari toplamaliyiz.

po= Y. p(0,2%)
k=1

olsun. p,, yoksulun oyundan zararli kalkma olasiligidir. (2) esitliginde n = 0 alirsak,

k
> Bu 6nsavin dogrulugu biraz analizle de ¢ikabilir. (1—1/ 2k)2 sayilarinin 1/e sayisindan (dolayisiyla 1/2
sayisindan da) kiigiik olduklari analiz kullanarak kolaylikla kanitlanabilir.



p(0.2 = p(2-1,1)/2"
buluruz. (5) esitligini de kullanarak,

k— )
(0,25 = H(l—l/zf)z’
i=1

elde ederiz. Dolayisiyla,

00

k )
Zik]_[ —1/2H)?
i=1

k=1

dir. Bu say1y1 hesaplayamadim.



