Zar Sayisi
Ali Nesin

Tek bir zar atildiginda alt1 sonugtan biri elde edilir: 1, 2, 3,4, 5, 6.

Ya iki zar atildiginda kag¢ sonug elde edilir? 36 degil, ¢iinkii, 6rnegin, 5-3’le 3-5 arasinda bir ayrim
yapilmaz, bu zarlar bir sayilir (penciise.) Inanmazsaniz sayin:

1-1, 1-2, 1-3, 1-4, 1-5, 1-6, 2-2, 2-3, 2-4, 2-5, 2-6, 3-3, 3-4, 3-5, 3-6, 4-4, 4-5, 4-6, 5-5, 5-6, 6-6.

Ya ii¢ zar atildiginda kag¢ sonug elde edilir? Bu birinci soru. Ama bu soru ¢ok kolay...

Dort zar atildiginda ne olur?

Ya bes zar atildiginda?

Ya n zar atildiginda?

Once yanit1 vereyim... Ama dnce diisiiniin. Kendiniz bulmaya calisin. Birkag¢ yanit bulacaksiniz.
Zevk alacaksiniz. Nihai yaniti bulamayabilirsiniz. Onemli degil. Bulsaniz ne olacak ki! Sanki n zarl
tavla m1 oynayacaksiniz!

Diisiinmek ve diisiinmekten zevk almak yanit1 bulmaktan ¢cok daha 6nemlidir.

Su anda kitab1 kapatin. Kitab1 okumayin... Kitabinin okunmasini istemeyen ender yazarlardan
biriyim, hartta belki de tek yazarim!

Yanit1 veriyorum. Vazgectim.... Simdi vermeyecegim. Yazinin sonunda verecegim.

n tane zar atacagiz. Diyelim a, tane 1 geldi, a; tane 2 geldi... a¢ tane 6 geldi. Gelen zarlan (a;, ay,
as, as, as, ag) biciminde gosterebiliriz. Demek ki,

{(ay, az, a3, a4, as, ag) : a; +ay +az + as + as + ag=n}
kiimesinin eleman sayisini hesaplayacagiz.
Simdi bir numara yapacagim. Yukardaki 6 yerine k yazacagim ve
{(ar, a2, ..., ap) a1 tap + ... t ay=n}
kiimesinin eleman sayisin1 hesaplayacagim. Daha kolay olacak! Daha sonra k& = 6 alacagim. Bu birinci
numara. Ve aslinda en biiyiilk numara bu, n’yi degistirecegimize, yani zar sayisini degistirecegimize
zarin yliz sayisini, yani k’y1 degistiriyoruz!
Bu kiimeye bir ad verelim: A(k, n). Demek ki,
Ak, n)={(a1, az, ... ,ar) :ay +ar + ... + ax = n}.
A(k, n) kiimesinin eleman sayisi, & ylizlii n zar atildiginda elde edilen olay sayisidir. Bu sayiya da
Sk, n) diyelim. Asil amacimiz f{6, n) sayisini hesaplamak...

A(k, n) kiimeleriyle A(k + 1, n) kiimeleri arasinda bir iliski vardir, o da sudur: Ikinci kiimede
birinci kiilmeden bir fazla say1 (k + 1 inci yiiz) vardir, o da a4 sayisidir ve bu say1 0’la n arasinda
degisir! Daha bi¢imsel bir yazilimla:

Atk+1,n)={(a, ..., ar, ar+1) a1y T ax + ... + ar + age) = n}

= U:ZO{(al,...,ak,r):al +..tap = n—r}.

Esitligin sonundaki kiimeler kesigsmiyorlar ve herbirinin eleman sayis1 A(k, n — r) kiimesinin
eleman sayis1 kadar. Demek ki,

e+ 1,my=3" flon—r)=3"_ fk,s).
(En sagdaki esitlik i¢in, s = n — r yapin.) Bunu aklinizda tutun.
Ikinci numaraya geldi sira: f{k, n)’ler arasinda sdyle bir iliski var:
flk+1,n+ D) =flk,n+1)+flk+1,n).
Kanitlayalim. Biraz 6nce kanitladigimiz esitligi (iki kez) kullanacagiz.



S+ 1, n+ 1) =" flks) =flk n+ 1)+ Y f(ks)
=fk,n+ 1)+ flk+1,n).
Esitligimiz kanitlandi. Simdi bir 6nceki esitligi unutun ve sadece bunu aklinizda tutun...

n+k-1 . (n+k-1)!
sayisina, yani —————— sayisina
1 n!(k—-1)!

Simdi en son numara... Diyorum ki f{k, n) sayisi (

esittir'...
Once k = 1 icin kanitlayalim. Bir yandan f{1, n) sayis1 bir yiizlii bir zar1 n kez attigimizda elde

. n+k—1 n
edecegimiz olay sayisidir, bu da 1’dir. Ote yandan, ( -1 J sayist (k=1 iken), (Oj sayisina, yani

| |
'f—(')' =2 = I’¢ esittir... Demek ki iddia ettigim esitlik k = 1 igin dogru.
Simdi #» = 1 i¢in kamtlayayim. Bir yandan f(k, 1) sayis1 k ylizli bir zan 1 kez attigimizda elde

) +k-1 k
edecegimiz olay sayisidir, ki bu da £’dir. Ote yandan, (n b1 J sayist (n = 1 iken), (k

J sayisina,

. k! k!
ni =
(k=Dlor  (k-1)!
Dolayisiyla n + k£ = 1 iken esitlik dogru.
Simdi esitligin n + k sayis1 i¢in dogru oldugunu varsayip, n + k + 1 sayisi i¢in kanitlayalim. Yani,

k) n+k—1 e+ 1 1 n+k—1
,n)= ve ,n— =

k-1 k
esitliklerini (timevarim varsayimi) varsayip,

e+ 1, m) = ("J’kj
ok

esitligini kanitlayalim. Bu kanit yontemine “n + k iizerinden timevarimla kanit” denir’. Biraz énce
unutmamaniz gerektigini soyledigim esitligi ve tlimevarim varsayimini kullanarak kanitlayacagim.

R N L (e = =

k(n+k—1)n(n+k—1)! it k— 1) k+n _ (n+k)! _ (}ij’

ya = k’e esit... Demek ki iddia ettigim esitlik » = 1 i¢in de dogru.

nk! n'k! nlk! k

Boylece istedigimiz esitligi
) = n+k—-1
Am)= ( k-1 j
esitligini kanmitlamis olduk. Eger k£ = 6 alirsak, alt1 yiizlii bir zar1 n defa attigimizda olay sayisinin
(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)(n+5)/120 oldugunu goriiriiz.

! Bu sayilar, Matematik ve Oyun adl1 kitabimin Pokerin Matematigi adli yazimda tanimlanmistir.
2 Bu kanit yontemi, Matematik ve Oyun adli kitabimin Sonsuz Inis, Sonsuz Cikis adl1 yazimda agiklanmistir.



