Zugurt Tesellisi
Ali Nesin

ir onceki yazida, yazi-tura oyununda yoksulun zengine karsi sansinin ¢ok az
oldugunu kanitlamistik. Oyle ki, zengin sonsuz zengin oldugunda oyunu 1 olasilikla

(vani yiizde yiiz) kazanacaktir. Bu yazida bu olgudan giizel bir esitlik ¢ikaracagiz':
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Basit bir yazi-tura oyunundan ilging bir matematiksel esitligin ¢ikmasi ¢ok hosuma gitti.

Yoksulun cebinde 1 lira oldugunu varsayalim. Zenginin de sonsuz zengin olsun, yani
sonsuz parasi olsun. Dolayisiyla zenginin parasi bitmez ve zengin oyunu kaybedemez. Yoksulun
tek sansi sonsuza degin oynayabilmek. Bunun da olasiliginin sifir oldugunu daha onceki
yazimizdan biliyoruz.

Birinci yazi-tura atildi. Tura gelirse yoksulun cebindeki tek lira gidecek, bes parasiz
kalacak ve oyun bitecek. Diyelim ilk oyunu yoksul kazandi. Simdi cebinde iki liras1 var. Ikinci
oyunda kaybederse gene 1 liras1 kalacak, kazanirsa 3 liras1 olacak. Oyun boylece, siirebildigince,
yani yoksulun parasi oldugu siirece siirecek.

Oyunun alabilecegi biitiin durumlar1 bir “agac¢”la gosterebiliriz. Agacin en tepesine 1
yazalim. Bu 1, yoksulun oyuna baslamadan onceki biitiin serveti. 1’den sonra asagiya dogru sagl
sollu iki ok (kok) cikaralim. Bu oklardan soldakinin ucuna 0, sagdakinin ucuna 2 yazalim.
Soldaki ok, yoksulun kaybettigini, sagdakiyse kazandigin1 gosteriyor. 0 ve 2 sayilar1 da, birinci
yazi-tura atisinin sonunda yoksulun cebindeki para: Kaybederse 0, kazanirsa 2 liras1 olacak.
Kaybettiginde oyun bitiyor, dolayisiyla 0’dan sonra kok biliylimiiyor. Kazanmissa, yani 2 lirasi
olmussa oyun siiriiyor. 2’den sonra kok biiyliyor, ikiye ayriliyor. Soldaki kdk her zaman yoksulun
kaybettigini gosterecek, sagdakiyse kazandigini. Oyun sonsuza dek uzayabileceginden, agacin
kokleri sonsuza dek uzar. Bu sonsuz agagtan bir bolim sunalim:
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Daha ilk turda yoksulun oyunu kaybetme olasiligi 1/2 elbet: Tura gelirse kaybedecek.

n
! [k] sayilarini, Pokerin Matematigi adl1 yazida, sayfa 34’te tammmlamistik.



Yoksul, ilk turda kaybetmemisse, ikinci turda elenemez, ¢iinkii yukardaki agacin iistten
ticiincii katinda 0 yok. Ama iiclincii turda elenebilir. Eger sirasiyla yazi—tura—tura (YTT) gelirse
yoksul ii¢lincii tur sonunda bes parasiz kalacaktir. Sirasiyla yazi—tura—tura (yani YTT) gelme
olasiligrysa 1/2°, yani 1/8’dir. Demek ki yoksulun {igiincii turda elenme olasilig1 1/8.

Birinci turda elenme olasiligi da 1/2’ydi.

Bu olasiliklar1 toplarsak, yoksulun ii¢ tur dayanamama olasiligini buluruz: 1/2 + 1/8 = 5/8.

Yoksul ilk {i¢ tur dayanabilmisse, dordiincii turu oynamaya hak kazanir. Bu turda elenemez,
c¢linkii en az 1 liras1 kalacaktir. Ancak besinci turda elenebilir. Sirasiyla YTYTT ya da YYTTT
gelirse besinci turda elenecektir.

n 2 1 herhangi bir dogal say1 olsun. Yukardaki agacin (iistten) » inci katinda kag tane 0, kag
tane 1, kag tane 2 vardir? Bu sayilara p,(0), p.(1), p.(2) diyelim. Genel olarak, 0 < k < n ise

pn(k) = Agacin n inci katindaki & sayist
olsun. Ornegin,
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Bu sayilar1 nasil bulabiliriz? Ornegin pg(4)’ii agaca bakmadan bulabilir miyiz? ps(4), agacin
altinc1 katindaki 4’lerin sayisi. Altinci kattaki 4 sayilari bir st kattaki 3 ve 5 sayilarindan gelir;
dolayisiyla,

ps(H)=ps(3)+ps(5)=3+1=4
esitligi gecerlidir. Bunun gibi, her 2 < k < igin
Pu(k) = pua(k=1) + pua (k+1) (1)

esitligi gecerlidir. Cilinkii » inci siradaki k’lar ancak n—1 inci siradaki &1 ve k+1’lerden
gelebilirler.
pn(0) ve p,(1) sayilar i¢in formiiliimiiz degisik. » inci siradaki 0 sayilari, n—1 inci siradaki 1
sayilarindan gelebilir ancak. Bunun gibi, n inci siradaki 1 sayilar1 bir Onceki siradaki 2
sayilarindan gelebilir®. Dolayisiyla,

pn(o) :pnfl(l) :pnf2(2) (2)

pn(n) =1 (3)
esitligini bulmak da zor degildir. Yukardaki esitlikleri kullanarak bir tablo ¢izelim (Bu tabloda
pn(k) sayisini n inci sirayla & inci kolonun kesistigi yere koyduk):

esitlikleri gegerlidir.

Bir 6nceki sirada 0 varsa, oyun orada bitmistir.
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Oyunun ikinci katta (yani birinci atistan hemen sonra) bitme olasiligr 1/2, bunu daha 6nce
de gormiistiik.
Oyun tek sayili katlarda bitemez, ¢iinkii tek sayili katlarda 0 yok. Oyun ancak ¢ift sayili
katlarda bitebilir.
Dordiincii katta bir tek 0 var. Dolayistyla oyunun dordiincii katta (yani {i¢lincii atista) bitme
olasiligi 1/2°.
Altinc katta iki tane 0 var. Her sifir igin olasilik 1/2°, dolayisiyla oyunun altinci katta bitme
olasilig1 2/2°.
Sekizinci katta bes tane 0 var. Her sifir igin olasilik 1/27, dolayisiyla oyunun sekizinci katta
bitme olasilig 527
Genel olarak oyunun 27 inci katta bitme olasilig1
(02"
dir. Demek ki oyunun 2# inci katta ve daha dnce bitme olasiligi,
2(0)/2, pa(0)/2°, ..., pan(0)/27"
sayilarmin toplami, yani
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dir. Dolayistyla oyunun sonlu bir asamada bitme olasiligin1 bulmak i¢in yukardaki esitlikte n =
o almak gerekiyor (yani n’yi sonsuza gotiirmek.) Demek ki oyunun sonlu bir asamada bitme
olasilig

Zsz (0)/ 2%
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dir. Biz bu saymin 1 oldugunu biliyoruz:
ZPZk (O)/zzk_l =1 4)
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p2(0) sayilart kagtir? Bu sayilarin bir formiiliinii bulursak ve bu formiilii (4) esitligine
yerlestirsek, (4) esitligi ilging bir esitlik olur mu? Evet olur! p,(0) sayilarini bulalim.



p24(0) sayilarint bulmak i¢in, her 0 < k& < n i¢in, py,(2k) sayisim1 bulmaliyiz. Yukardaki
tablodaki tek sayili siralar1 ve kolonlari atalim ki dikkatimizi p,,(2k) sayilarima tam olarak
verebilelim:
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Yukardaki tabloya uzun siire, ama olduk¢a uzun bir siire bakarsaniz, p,,(2k) sayilarini

tahmin edebilirsiniz: Eger n > 1 ise,
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Bu formiiller sihirbazin sapkasindan ¢ikan tavsanlar gibi sunuldu, ama okur bana inanmak
zorunda degil, bu formiillerin dogrulugunu, (1,2,3) formiillerini kullanarak, » {tizerine
tiimevarimla kanitlayabilir.

Yukarda buldugumuz (5) esitligini (4) esitligine yerlestirelim; elde ettigimiz esitlikle biraz

oynayacak olursak,
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vel <k<nmise,

esitligini buluruz. Giizel bir esitlik!



